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内 窜 简介 


本 忆 以 类 示 论 的 最 基本 的 内 容 人 手 , 逐 步 傈 人 ,直到 这 方面 最 近代 的 成 
时 。 它 床 人 起 出 地 介绍 了 有 有限 群 表示 论 的 最 主要 的 为 容 。 全 书 共 分 三 部 
分 : 第 一 部 分 介绍 了 表示 论 中 最 基本 内 容 这 部 分 只 要 具备 初步 的 线性 代 
数 知识 即 可 阅读 :第 二 部 分 论述 了 特征 零 的 用 到 比 线性 代数 略 进 一 
些 的 知识 ( 群 代数 , 张 甚 积 \ 模 ,， 半 单 代数 等 ); 第 三 部 分 论述 了 模 表 示 沦 , 初 
步 介 绍 了 特征 情形 的 表示 论 ,处 理 方法 极 有 特色 ， 书 中 附 有 习题 ;以 便 加 
深 理解 ， 
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这 本 书 由 三 部 分 组 成 ,每 部 分 的 程度 和 目的 有 所 不 同 . 

第 一 部 分 最 初 是 为 量子 化 学 工作 者 而 写 的 ， 它 毅 述 了 由 
Frobenius 所 建立 的 关于 线性 表示 与 特征 标 之 间 的 对 应 关系 .这 是 
在 数学 里 以 及 在 量子 化 学 或 物理 里 经 常 要 用 到 的 基本 结果 ， 我 力 
图 仅 用 群 的 定义 和 线性 代数 的 初步 知识 。 将 证 明 写 得 尽 可 能 的 浅 
显 , 例子 (第 五 章 ) 都 是 队 对 于 化 学 工作 者 有 用 的 那些 例子 蛙 选 出 
来 的 . 

第 二 部 分 是 1966 年 为 高 等 师范 学 校 〈tEcale Normale) 二 年 
级 学 生 所 写 的 教程 ， 它 在 以 下 几 点 完善 了 第 一 部 分 ; 

《a) 表示 的 级 和 特征 标的 整 性 (第 六 章 ); 。 - 

(人 b) 诱导 表示 。Artin 定理 和 Brauer 定理 及 其 应 用 (第 七 章 
一 第 十 一 章 ); 

(ec)》 有 理性 问题 (第 十 二 章 和 第 十 三 章 ). 

所 用 到 的 是 线性 代数 中 这 样 一 些 方法 〈 比 第 一 部 分 里 的 意义 
广泛 一 些 )， 群 代数 , 模 , 非 交换 张 且 积 , 半 单 代数 ， 

第 三 部 分 是 对 Brauer 理论 的 一 个 介绍 : ”从 特征 零 过 渡 到 特 
征 《和 相反 的 情形 )， 我 无 所 磊 忌 地 使 用 了 Abel 范畴 的 语言 ( 投 
射 模 ，Grothendieck 群 )， 对 于 这 一 类 问题 来 说 ， 这 种 语言 是 非常 
合适 的 。 主 要 结果 是 : 

(a) 分 解 同 态 映 射 是 满 射 ， 在 特征 ?里 的 一 切 不 可 约 表示 部 
可 以 "虚拟 地 ”提升 到 特征 零 里 ( 即 提 升 到 一 个 适当 的 Grothendieck 
群 内 ). 

(b) 方 - Swan 定理 : 当 所 考虑 的 群 是 刀 -可 解 的 时 候 , 上 述 论 
斯 中 "虚拟 地 "这 个 词 可 以 刑 去 . 

在 这 一 部 分 里 还 给 出 了 关于 Artin 表示 的 着 于 应 用 。 
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是 在 他 的 代数 几何 讨论 会 (Séminaire de Géomtétrie Algébrique, I 
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第 一 部 分 “表示 和 特征 标 


第 一 章 ”线性 表示 通论 
11 定义 


令 了 是 复数 域 C 上 一 个 向 量 空间 ，GZL(『) 是 由 了 到 自身 的 
一 切 同 构 所 组 成 的 群 . 按照 定义 ，GL(P) 的 一 个 元 素 * 是 了 到 
内 的 一 个 线性 肝 对 , 它 有 一 个 逆 映 射 a '; 这 个 逆 胺 射 也 是 线性 
的 ， 当 站 具有 一 个 = 元 有 限 基 (e) 时 ,每 一 个 线性 映射 :7 一 下 
由 一 个 = 阶 方 阵 《an) 所 确定 ,系数 i 都 是 复数 ;这 些 系数 是 通过 
将 象 alei) 用 基 (ei) 来 表示 : 


oo) = Dy ave 


而 得 到 的 . 

说 是 一 个 同 构 相当 于 说 e 的 行列 式 da(a) ~ det《ai) 不 等 
同 起 来 . 

现在 设 G 是 一 个 有 限 群 ， 具 有 单位 元 1 和 运算 (s, 2) > st。 
群 G 到 群 GLCV) 内 的 一 个 同 态 ? 中 做 G 在 了 内 的 一 个 线性 表示 . 
换 句 话说 ,对 于 每 一 元 素 ;EG， 令 GLCV) 的 一 个 元 素 pG3) 与 
它 对 应 ,使 得 对 于 ，，:E G， 等 式 

po) 一 PC》 pO) 
成 立 (我 们 常 把 p(s) 写作 p:)， 由 上 面 的 等 式 可 以 推出 : 
p(D 一 1 pl) = pol)™, 

当 。 被 给 定时 ,我们 就 涪 了 是 G 的 一 个 表示 空间 (或 者 为 了 简单 起 
见 , 就 说 7 是 G 的 一 个 表示 )， 今 后 我 们 只 限于 考 叫 了 是 有 限 维 向 
量 空 间 的 情形 ， 这 并 不 是 一 个 过 分 的 限制 。 事实 上 ， 对 于 多 数 应 
。 1 。 


的 一 个 有 限 维 子 表示 ( 稍 后 将 定义 参看 1.3) , 它 包含 这 些 m: 就 
取 由 这 些 x, 的 象 p(x;) 所 生成 的 子 空间 作为 表示 空间 
现在 设 了 是 有 限 维 的 ， 令 = 是 它 的 维 数 ， 我 们 也 称 * 是 所 考 
虑 的 表示 的 级 ， 令 (ej) 是 了 的 一 个 基 ， 令 R, 是 P; 关于 这 个 基 的 
和 撼 阵 ， 我 们 有 
det(R) 0; Ron RR st€o, 
如 果 令 "vs)》 表示 矩阵 R, 的 系数 ,那么 第 二 个 公式 变 成 


ria) 一 DY rai(Drrt9， 


反之 ;给 了 满足 上 面 等 式 的 可 逆 矩 阵 R, 一 《rii(s))， 相 应 地 
就 有 C 在 内 的 一 个 线性 表示 p; 这 就 是 说 ,用 "矩阵 形式 "给 出 一 
个 表示 . 

设 p 和 p' 是 同一 个 群 6 分 别 在 容量 空间 7 和 ”内 的 表示 。 
这 两 个 表示 说 是 等 价 的 《或 同 构 的 )， 如 果 存 在 一 个 线性 映射 r: 
VV 一 让， 它 把 P“ 变 为 ”p', 也 就 是 说 ,以 下 等 式 成 立 : 

top(s) = p(s)of, 对 一 著 s€ G. 

当 。 和 p' 是 通过 矩阵 形式 分 别 由 R, 和 R, 给 出 时 ,这 个 等 式 

的 意义 就 是 ,存在 一 个 可 逆 矩 阵 了 使 得 

T Ri 一 R .7T， 对 一 切 s《 6， 
或 写成 Ri 一 了. R 7T-， 我 们 可 以 把 这 样 的 两 个 表示 看 作 同 
一 个 (对 于 每 一 + Ey. 令 r(x) EV' 与 它 对 应 ); 特 别 ,P 和 p' 有 
祖 周 的 级 . 
1.2 基本 例子 

(a) 群 G 的 一 个 1 级 表示 是 一 个 同 态 p:G 一 C*, 这 里 C* 表 
示 非 零 复数 乘法 群 。 因 为 G 的 每 一 元 守 都 有 有 限 阶 ， 所以。 的 信 
p《s) 都 是 单位 根 。 特 别 ,我 们 有 pC)| = 1、 

如 果 对 一 著 ;EG 都 取 pls) 一 1， 我 们 就 得 到 G 的 一 个 表 
示 , 叫 做 单位 (或 平凡 ) 表 示 。 


2. 


(b) 令 8 是 群 G 的 阶 ,VP 是 一 个 8 维 向 量 空 间 , 而 (ew)wc 是 
了 的 一 个 基 ,以 G 的 元 素 :+ 为 指标 对 于 s€ G, 令 ps 是 V 到 内 
的 线性 映射 ， 它 将 <; 变 到 ei; 这 样 就 定义 了 一 个 线性 表示 , 叫做 
6 的 正则 表示 .这 个 表示 的 级 等 于 G 的 阶 . 注意 c, 一 p 必 eo)， 所 
以 <: 的 象 组 成 了 的 一 个 基 . 反之 , 令 厂 是 G 的 一 个 表示 , 它 含 有 这 
样 一 个 向 量 w, 使 得 p(w),s& G， 组 成 本 的 一 个 基 , 那么 三 与 正 
则 表示 同 构 ( 令 rCes) = pw)， 就 定义 了 一 个 同 构 z:『 一 夯 )。 

《c) 更 一 般 地 , 设 G 作 用 在 一 个 有 限 集 X 上， 这 就 是 说 ,对 于 
每 一 ;EG， 都 给 出 X 的 一 个 置换 * 广 > sz， 满 足 等 式 

lx #, s(x) = Cot)x, 

这 里 s, + EG， x EX、 令 V 是 一 个 向 量 空间 , 它 具有 一 个 基 
(cx)sex， 这 里 取 X 的 元 于 作 为 指标 ， 对 于 s€ G, 令 py 是 了 到 了 
内 的 线性 颇 射 、 它 把 ex 变 到 eww 这 样 得 到 的 G 的 表示 中 做 G 关 
于 X 的 四 执 泰 示 . 


13 子 表 示 


令 p:G 一 GL(V) 是 一 个 线性 表示 ,，W 是 VV 的 一 个 子 空间 
假设 WV 在 G 的 作用 下 是 稳定 的 (或 者 说 是 “不 变 的 ”), 换 名 话说 , 假 
设 对 于 一 切 s《 G，x《 三 ， 痢 有 pix &《W、 于 是 py 在 上 的 限制 
p? 是 到 到 它 自身 上 的 一 个 同 构 ,并 且 oY 一 p?”，p?， 这 样 一 来 ， 
Pp":G 一 GL(W) 就 是 G 在 多 内 的 一 个 线性 表示 。 琴 叫 做 了 的 一 
个 于 表示. 

俩 取 7 是 G 的 正则 表示 【参看 1.2 (b)]。 令 琴 是 由 元 素 
x 一 ect: 所 生成 的 了 的 一 维 子 空间 那么 对 一 切 :EG 都 有 
px 一 *， 从 而 王 是 了 的 一 个 子 表示 ， 这 个 子 表示 与 单位 表示 辐 
构 . (在 2.4 我 们 将 确定 正则 表示 的 一 切 子 表示 .) 

在 往 下 进行 之 前 ， 让 我 们 先 来 回顾 一 下 线性 代数 中 的 某 些 概 
念 ， 向量 空间 了 叫做 子 空间 王 与 W' 的 直 和 ， 如 果 每 一 *e 可 
以 唯一 地 写成 x* = w 十 w' 的 形式 ,这 里 w EW, w'E W'; 这 相 
当 于 说 下 与 斑 ' 的 交 下 人 "是 0,， 并 有 dim(V) 一 dm(W)++ 


«3. 


dim(W')。 这 时 就 写作 了 = 丈 困 了 克 " 而 丈 " 旭 做 多 在 了 里 的 一 个 
余子 空间 .将 每 一 x&V 变 到 它 在 允 中 的 分 量 吃 的 映射 电 做 对 
于 分 解 了 一 WW' 来 说 VV 在 玉 上 的 射影 , ?的 象 就 是 所 ,并 且 对 
于 一 切 *E 即 ，p(x) 一 xz， 反之 ,如果 是 7 到 自身 内 满足 上 述 
两 个 条 件 的 一 个 线性 映射 ,可 以 验证 ,V 是 仿 与 ?的 核 (一 切 满足 
条 件 p(x) 一 0 的 所 成 的 集 ) 的 直 和 .这 样 一 来 ,7 在 四 上 的 身 
影 和 例 在 了 中 的 余子 空间 之 间 就 建立 了 一 个 一 一 对 应 . 

现在 让 我 们 再 回 到 子 表示 上 来 . 

定理 1 令 p: G 一 GL(V) 是 6 在 7 内 的 -个 线性 表示 ， 和 


余 于 从 用 窑 亿 在 0 之 下 稳定 . 
令 W' 是 WW 在 V 中 的 任意 一 个 余子 空间 , p 是 相应 的 7 在 甸 
上 的 射影 。 作 上 在 G 的 元 素 之 下 的 共 纯 ,并 且 求 平均 得 


Cini z pr 《g 是 G 的 阶 )。 


Bee 


因为 请 将 8 喘 人 琴 而 ps 使 WW 不 变 ， 所 以 六 将 了 瞻 和 人 砍 。 如 果 
x€W， 那么 pr'*&《 W， 因此 
pprirmpiisy pp prrer 从 而 px 一 zx 
这 样 ,加 是 了 在 你 上 的 一 个 射影 , 它 对 应 着 丈 的 一 个 余子 空间 环 "。 
再 者 ,对 一 切 se G， 我 们 有 
pr Ptep 
事实 上 ,计算 一 下 p,' 大 pr7'， 就 得 到 
pp pr oe pi pr' pr pr 


Brie 


-二 已 ov 了 


Bive 

现在 设 +E W',， :EG， 那 么 px 一 0， 因此 所 pix 一 2 px 二 
0， 所 以 psx 《 WW'、 这 就 证 是 了 WW' 在 6G 之 下 是 稳定 的 。 定理 证 
毕 . 


注 记 设 了 带 有 一 个 肉 积 (z| 幻 ， 满 足 通常 的 条 件 : 对 > 是 
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线性 的 ,对 ?了 是 半 线 性 的 ,并 且 当 x+ 关 0 时，(zlz) > 0， 又 假设 
这 个 内 积 在 G 之 下 不 变 ， 即 对 于 一 切 :6 G， 都 有 《prxipy) 一 


{x1y), 我 们 取 之 ， 《pxx|py) 来 代替 《zx1y)， 总 可 以 归结 为 这 一 


情形 . 在 这 样 的 前 提 下 ， 本 在 了 中 的 正 交 余 全 "是 歼 的 一 个 余子 空 
间 。 并 且 在 G 之 下 稳定 ， 这 样 就 得 到 定理 ! 的 另 一 证 明 。 注 意 内 
积 《x1y) 的 不 变性 意味 着 , 她 果 (<;) 是 7 的 一 个 标准 正 交 基 , 那 
么 p, 关于 这 个 基 的 矩阵 是 一 个 盏 阵 。 
保持 定理 1 的 前 提 积 记 法 . 令 x EV 而 w 和 wr? 是 * 在 信和 
分 "上 的 射影 我们 有 * 一 如 十 wr*， 同 时 psx 一 piw 十 piw', 并 
县 由 于 胞 和 Wp? 都 在 G 之 下 稳定 ， 所 以 pw EW， pw EW'。 这 
样 , pw 和 psw? 是 psx 的 射影 。 因此 ， 表 示 了 和 W' 确定 了 表示 
V。 我 们 就 说 是 下 和 "的 意 积 ,并 且 记 作 V7 一 WBw" Vv 的 
元 素 可 以 与 元 素 对 〈w，, w') 等 闻 起 来 ,这 里 wE 画 , we 本 "0， 如 
打开 和 WV 由 矩阵 形式 R, 和 Rs 给 出 ,那么 所 驮 W' 就 由 矩 际 形 式 
R: 0 
Go ge) 
给 出， 任意 有 限 多 个 表示 的 直 和 可 以 类 似 地 定义 。 


14 不 可 约 表示 


令 p:G 一 GL(P) 是 G 的 一 个 线性 表示 。 我 们 说 , p 是 不 可 
约 区 或 音 的 ,如 果 不 是 9 并 且 除 了 0 积 了 之 外 * 了 没有 在 9 之 下 


的 起 和 (除开 显然 的 分 角 了 一 0@V)， 一 级 的 表示 自然 和 是 不 可 
约 的 ， 以 后 将 会 看 到 (3.1), 每 一 个 非 交 换 群 至 少 有 一 个 级 > 2 的 
不 可 约 表示 。 

通 这 作 直 和 ， 不 当家 来 机 闪光 


令 V 是 6 的 一 水 线性 于 未 Ee am(P) 作 归 纳 法 ， 着 
dim(P) 一 0, 定理 是 显然 的 《0 是 不 可 约 表示 的 空 集 的 直 和 )， 假 
设 dim(P) 守 1。 如果 V 不 可 约 , 那么 已 经 没有 什么 变 证 的 了 ; 否 

。5 。 


则 ,由 定理 1,V 可 以 分 解 为 直 和 V'BV", 击 dim(V') < dim(V)， 
dim(V”) < dm(F)、 由 归纳 法 的 假设 ， 7 和 7“ 都 是 一 些 不 可 
约 表示 的 直 和 ,因而 了 也 是 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 . 口 

注 记 ” 令 了 是 一 个 表示 ,7 一 WW. 狠 … 甸 WV 是 的 一 个 不 
可 约 表 示 的 直 和 分 解 ， 我 们 会 问 ， 这 个 分 解 是 否 唯一 .在 一 切 p， 
都 等 于 1 的 情形 ， 这 个 分 解 一 般 不 是 唯一 的 (这 时 WW; 都 是 直线 ， 
而 一 个 向 最 空间 分 成 一 些 直线 的 直 和 的 分 解 是 很 多 的 )， 然 而 ,我 
们 将 在 2.3 看 到 ,与 一 个 给 定 的 不 可 约 表示 同 构 的 W; 的 个 数 不 依 
赖 于 分 解 的 选取 ， 


1.5 ”两 个 表示 的 张 量 积 


同 直 和 运算 (这 个 运算 具有 通常 加 法 的 性 质 ) 在 一 起 :还 有 一 
种 “乘法 "; 张 量 职 ， 有 时 也 叫做 Kronecker 积 。 它 的 定义 如 下 : 

设 所 和 有 是 两 个 向 最 空间 .。 向 是 空 间 到, 连同 一 个 PV,x 
VV 到 WW 内 的 映射 《xz ma) -> ma， za， 叫 做 有 与 力 的 张 量 积 ,如 
果 下 列 条 件 被 满足 : 

(a) za ， xz 对 于 变量 各 和 *; 中 每 一 个 都 是 线性 的 

人 b) 若 (ei) 是 了 的 一 个 基 , 《ei,) 是 V; 的 一 个 基 , 则 一切 生 
积 ci es 是 多 的 一 个 基 。 

容易 证 明 , 这 样 一 个 空间 是 存在 且 唯一 的 (在 同 构 的 意义 下 ) 
记 作 VB@V,。 条 件 (b) 表明 ， 

dim(V BW) = dim(V,) : dim(V)). 

现在 设 p':6G 习 GL(V,) 和 p':6 一 GL(V,) 是 群 G 的 两 个 

表示 ,对 于 s€ G, 由 以 下 条 件 定义 GLCV,@V;) 的 一 个 元 素 p,: 
Pi 一 (Cr (CE 
[p; 的 存在 和 唯一 性 容易 由 条 件 (a) 和 (b) 得 出 .] 我 们 记 作 
pr: = pl BP}. 

户 定 义 了 G 到 及 四 凡 内 的 一 个 线性 表示 ， 岂 做 原来 两 个 表示 的 
张 各 

把 这 个 定义 转换 成 矩阵 的 说 法 就 是 : 令 《ea) 是 的 一 个 
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基 ，(ran(4)) 是 gi 关于 这 个 基 的 矩阵 ; 完全 类 似 地 定义 (e) 和 
《ranks)). 由 
下 (en 一 DY ri le 


pile) = BD ris)en 


推出 : 
plein ea) = DY rik) rns) en ene 


U3 


因此 p, 的 矩阵 就 是 (rip)rianfr)); 它 是 p! 的 矩阵 与 p? 的 矩阵 

两 个 不 可 约 表 示 的 张 量 积 一般 阅 来 不 是 不 可 约 的 ， 它 被 分 解 
成 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 ， 这 些 不 可 约 表 示 可 以 利用 特征 标的 理 
论 来 确定 (参看 2.3)- 

在 量子 化 学 中 ， 张 量 积 常 党 表现 为 以 下 形式 : VV 和 V: 是 两 个 函数 室 
闻 , 它 们 都 在 6 之 下 稳定 , 分 别 有 基 (91,) 和 (,)， 而 太 的 m 是 由 乘积 
9i,* 四。 所 生成 的 向 量 空间 ， 这 些 乘积 是 线性 无 关 的 。 最 后 的 条 件 是 重要 
的 ,这 里 有 两 个 特殊 情形 ,对 于 这 两 个 情形 来 说 ,上 面 的 条 件 都 被 满足 : 

(1) 一 些 函 数 9 只 依 御 于 变量 (x, *。…“) 而 另 一 些 葡 数 妆 只 依 巾 于 与 
第 一 组 变量 无 关 的 变量 yy,…)。 

《2) 空间 V 《或 Vv,) 具有 一 个 只 由 单独 一 个 函数 9 所 组 成 的 基 ， 这 个 
函数 在 任何 区 域内 都 不 等 于 零 ; 于 是 空间 V, 尾 一 维 的 . 


1.6 ”对称 方 和 交错 方 


假设 表示 V, 和 VV 都 恒 同 于 同一 个 表示 V. 那么 V.@T, 一 
V@BV。 如果 (ci) 是 了 的 一 个 基 ， 令 9 是 V@V 的 一 个 自 同 构 ， 
使 得 

bei eo) 一 ov ei 对 一 切 (i,), 
由 此 推出 ， 对 一 切 * ,y EV 都 有 9Kx.y) 一 y" *， 因 此 0 不 依 
赖 于 基 (ei) 的 选取 ， 表 者 , F 一 1， 于 是 空间 V@V 被 分 解 为 直 
和 |; 
VV = Sym(V BDAY), 


这 里 SymwtPF》 是 了 @P 中 一 切 满 足 条件 9(z) 一 = 的 元 素 * 所 
成 的 集合 ,而 Alp(F) 是 VY@V 中 一 切 满足 条 件 6(z) = 一 * 的 
元 素 = 所 成 的 集合 。 元素 (ce + oj ， cia 构成 Sym(7) 的 
一 个 基 , 而 元 素 〈e ej 一 ej ei)ici 构成 AiE(7) 的 一 个 基 ， 如 
果 dim(P) ~ "那么 、 

dimSymx(7) 一 2 二， 


dim AIP(V) 一 2 于 了， 


子 空间 Sym (7) 和 Alt (V) 都 在 G 之 下 稳定 ， 这 样 定义 的 表 
示 分 别 叫做 所 给 的 表示 的 对 称 方 和 计 错 方 。 


第 二 章 ”特征 标 理论 
2.1 表示 的 特征 标 


令 V 是 一 个 向 量 空间 ， 它 有 有 一 个 由 * 个 元 素 组 成 的 基 (<.). 
令 4< 是 六 到 它 自身 内 的 一 个 线性 映射 ， 它 关于 这 个 基 的 矩阵 是 
(a). 纯 量 


、Tr(a) 一 5 a 


叫做 = 的 迹 , 它 是 “的 特征 值 的 和 ( 几 重 很 算 几 次 ) ,并 且 不 依赖 于 
基 (co) 的 选取 ， 
现在 令 p:G 一 GL(V) 是 有 限 群 6 在 向 量 空间 7 内 的 一 个 线 
性 表示 。 对 于 每 一 :€E G6, 令 
Xls) = Tr(p), 
这 样 得 到 的 G 上 的 复数 值 函 数 X。 叫做 表示 P 的 特征 标 。 这 个 函 
数 的 重要 性 主要 在 于 它 完 全 刻画 了 表示 P 《参看 2.3)。 
命题 1 设 X 时 一 个 ”级 表 未 ?的 特征 标 , 于 各 
人 XC1) = 
CH) XC) = XC)*, 对 FT se G; 
Gi) Xi) = Xl), 对 于 s+€ G6. 
《如 果 z 一 *+iy 是 一 个 复数 ,我 们 用 z* 或 王 表示 共 罗 复 数 
*—iy.) 
我 们 有 pl1) = 1, 而 V 的 维 数 是 #, 所 以 Tr(1) ~ #， 从 而 
人 成立. 
关于 (说 ， 我 们 注意 p, 是 有 限 阶 的 :所 以 它 的 特征 值 2，……， 
4 也 都 是 有 限 阶 的 ,因而 它们 的 绝对 值 都 等 于 攻 这 也 是 w 可 以 由 
一 个 西 阵 来 定义 这 一 事实 的 直接 结果 ,参看 1.3)、 于 是 
XC Trlp)* ~ PH = Pn = Tr(p7’) 


~ TP) 一 Xe 

令 4 一 吉政， 公式 (i) 也 可 以 写成 Men) 一 XCar). 
于 是 由 热 知 的 对 于 了 到 自身 内 的 任意 两 个 线性 喘 射 *,4 都 成 立 的 
公式 

Tr(ab) = Tr(ba), 

立即 得 到 (ii), 口 

注 记 。“G 上 一 个 函数 了 叫做 一 个 类 函数 , 如 果 等 式 (ii) 被 江 
尽 , 或 者 换 一 个 等 价 的 说 法 就 是 Kno) 一 fow)， 我 们 将 在 2.5 中 
看 到 ,每 一 个 类 函数 都 是 特征 标的 线性 组 合 . 

命题 2 令 p1:G 一 GL(V) 和 p*G 一 GL(VI) 是 6 的 两 
个 线性 素 示 , 而 为 积 国 分 别 是 它们 的 特征 未. 那么 

0) 责 和 未 示 V1@V: 的 特征 标 X 等 于 为 十 加 

(Gi， 张 量 积 过 示 了 @ 的 特征 标 了 等 于 为 

设 凡 和 户 分 别 出 矩 泗 形 式 R; 和 R 给 出 ， 于 是 表示 7:@ 记 
就 由 矩阵 


RIO 
R(t 
0 Ry» 


给 出 ,从 而 .TR) 一 TCRD) 十 TEAR) 最 Xs) 一 NG) 十 
Xs). 
对 于 (i 可 以 类 似 地 证 明 : 用 15 的 记 法 ,我 们 有 
HED il) HC) = Dial), 


oe Dr Orial) — 4) » Xl). 


特征 标 . 三 是 7 的 Sr 各 和 全 入 
AlECP) 的 和 征 际 (参看 15)， 对 于 每 二 ‘6 6， 我 们 有 

NO = KC + x0)), 

ARO) 一 到 CC 一 Xe7)， 


«10. 


并 且 妇 寸 礁 一 人 
令 56 G、 可 以 如 此 选取 的 基 〔〈e)， 使 它 由 P 的 特征 向 量 
组 成 ;由 于 ps 可 以 用 一 个 亢 距 来 表示 , 所 以 这 一 点 是 可 以 做 到 的 ， 
参看 1.3， 于 是 有 psei 一 4c， hE C。 因此 
Xs) = Dl XD) = DH, 
另 一 方面 ,我 们 有 
{pBoNei ot ert eo) hme: est er ei)s 
CpBpeit e— 0) Midile ei 0) 


所 以 
RO Db TH+ 了 1 
jj E43 
lyjt Lr 
72 + 二 ZZ 
OP 
fa 2 2 
命题 成 立 ， 


(注意 等 式 信 十 六 一 如 反映 了 了 @P 是 SymxY) 与 
AlP(P) 的 直 和 这 一 事实 .) 


习 题 


2.1 令 X 和 是 两 个 表示 的 特征 标 ， 证 胡 下 列 公式 : 

K+ +t + 
+ 

2.2 令 X 是 一 个 有 限 集群 G 作 用 在 X* 上 ，? 是 相应 的 置换 家 示 [参看 
1.2s 全 (<)]，%x 是 2 的 特征 标 ， 令 1€ G。 证 明 ，Xx(s) 是 xX 中 被 所 园 
定 的 元 素 的 个 数 ， 

2.3 仿 2:6 一 GL(Y) 尾 一 个 线性 表示 ， 特征 村 为 Xi; 令 WV" 中 的 对 
偶 空 间 , 即 了 上 线性 型 的 空间 。 对 于 x*EV， YEP， 令 《rr > 表示 线性 型 
* 在 * 的 信 。 证 明 ,存在 唯一 的 组 性 表示 5 :6 一 GZ(7 )， 使 得 

《orxryair'> 一 《xz >， 对 EG rEV, ER 

这 个 表示 叫做 2 的 逆 步 (或 对 偶 ) 表 示 ; 它 的 特征 标 尾 入。 


ots 


2.4 令 piG-GL(P,) 和 px:G~GL(T) 是 两 个 线性 表示 ， 特 征 标 分 
绚 居 和 % 和 X%， 令 WW 二 Hom(V,， Pa)》 是 一 切线 性 酉 封 f:V 一 VY 所 组 成 的 
向 量 空 间 , 对 于 1:€G 和 JE Up 令 pdf 二 porof opn; 则 PE WwW。 证明、 
这 样 定义 了 一 个 线性 表示 2:G 一 GE(B)。 它 的 特征 标 是 礁 ， 为 ， 这 个 玫 示 
与 mi@po: 同 构 , 这 里 2! 是 , 的 逆 步 表示 ( 参 夺 习题 2.3)。 


2.2 Schur 引 理 .基本 应 用 


命题 4 (Schur 引 理 )， 令 p::G 一 GL(VD) 和 efG 一 
GL(V,) 是 6 的 两 个 不 可 约 表 攻 ， 而 1 是 三 到 芒 肉 的 一 个 线 他 
映射 ， 使得 oo ~ fop! 对 - 了 切 5 6 成立. 那么 

全 若 与 天 不 同 均 ， 和 


的 一 -个 线 量 售 )， 

f = 0 的 情形 是 明显 的 ， 设 f 天 0 并 且 令 环 : 是 了 的 核 ( 即 六 
中 一 切 满足 fx 一 0 的 元 素 * 所 成 的 集 )， 对 于 +& WW， 我 们 有 
fpix 一 pifx 一 4) 从 而 pixe Wis 基 玉 ,在 6 之 下 稳定 因为 人 不 
可 约 , 所 以 多 ,或 者 等 于 了, 或 者 等 于 0。 前 一 情形 已 经 除外 ,因为 
否则 将 有 1 = 0. 同样 地 可 以 证 明 的 象 W (一 切 jx，x& 蕊 ， 
所 成 的 集 ) 等 于 V，Wi ~ 0 和 WW 一 了 这 两 个 性 质 表明 , 了 是 
TV 到 VV 上 的 一 个 同 构 ,这 就 证 明了 论断 Gi). 

现在 设 -V; 等 于 V,, p! 一 pr?， 令 4 是 + 的 一 个 特征 值 ， 至 少 
存在 一 个 ,因为 纯 量 域 是 复数 域 ， 置 f 一 了 一， 因为 + 是 1 的 一 
个 特征 值 ,所 以 了 的 核 关 0; 另 一 方面 ,我 们 有 p?of 一 fop;， 证明 
中 的 第 一 部 分 表明 ,这 个 情形 仅 当 了 一 0 时 才 可 能 出 现 , 这 就 是 
说 ,j= 二 4 

让 我 们 保留 ,和 Vy, 是 不 可 约 的 很 设 ， 并 且 令 8 表示 群 6 的 
阶 ， 

锥 沦 1 邻 4 是 矶 到 瑟 内 的 一 个 绢 件 歇 而 ， 本 


一 i pH) hpi, 


YT 


sl2. 


那么 : 

0) 如 果 P! 与 PP 不 同 构 , 则 加 一 0， 

,的 吉 果 下 = 太 二 可 on 则 如 = 个 信人 ,你 亿 和 
为 二 Tri， 沪 里 # 一 dimCP)。 

“我 们 有 Ph? 一 hp;。 事实 上 ， 


(pH hip; 一 二 于 (De pi 


re 


一 二 已 (pp 一 如 


有 
对 1 一 如 应 用 命题 4, 我 们 看 到 ,在 情形 (i), 如 一 0， 而 在 情形 
《让 如 等 于 一 个 纯 最 *。 再 者 ,对 于 后 一 情形 ,我们 有 


Tb) 一 ED TCD) hp}) = Tr(h), 


ies 


而 由 于 TKN) 一 mm， 所 以 4 一 二 Tri, 口 


现在 假设 p' 和 p? 都 由 矩阵 形式 给 出 ; 
pi rinl)), p= (ri)). 
我 们 再 重新 写 出 推论 1， 线 性 映射 4 由 矩阵 《xiw)》 给 出 , 而 如 由 
矩阵 ( 怠 ;,) 给 出 、 根 据 如 的 定义 ,我 们 有 
sa = Dr rar 


Bi 


右 端 是 关于 js, 的 一 个 线性 型 。 在 情形 Ci)， 这 个 线性 型 对 于 
zof 的 每 一 组 值 都 等 于 零 , 所 以 它 的 系数 都 是 零 ， 于 是 有 
扶 论 2 在 情形 GD, 对 于 一 其 关 和 为 我 们 有 
1 3 ri rl) — 0 


ee 
在 情形 (i)， 类 似 地 有 如 一 4， 即 芒 ;. 一 46m (8 家 
示 Kronecker 符号 ， 当 一 二 时 等 于 1, 在 其 余 情形 等 于 0), 这 


里 2 一 士 Tih)。 这 就 是 说 ， 


1l3* 


一 Eeeii: 
因此 以 下 等 式 成 立 : 
ED ra erat) 一 二 三 apanis 


Bo, a hi 


比较 两 奖 x 的 系数 ,我 们 得 到 
推论 3 在 情形 ( 划 ， 人 


一 rr 一 a yh 


te 


十 ,着 圳 一 生生 请 ， 
{ax 


注 记 
C1) 加 人 和 4 者 是 上 的 因数 ， MN - 
《内 一 一 1D gD GO) 一 一 + pL 


那么 就 有 《?， » 一 人，e》， 再 者 ， 名 中》 关于 罗 和 由 都 是 线 
性 的 。 利 用 这 个 证 法 ,推论 2 和 推论 3 分 别 变 成 


brasrin) = 0 和 Crim tho) ~ Tone 
(2) 假设 矩阵 (ri,()) 是 西 阵 (总 可 以 通过 适当 选取 基 而 做 
到 这 一 点 ， 参 看 1.3])， 那 么 就 有 rii(1"!) ~ rw(t)*， 而 推论 2 和 
3 正 是 关于 下 一 节 所 定义 的 内 积 《epj14) 的 王 交 关系 
2.3 ”特征 标的 正 交 关 系 
我 们 先 从 一 个 记号 开始 ， 设 9 和 几 是 G 上 两 个 复 信函 数 。 令 
(lb) 一 士 避 eCD6(O+，z 是 G 的 阶 ， 


这 是 一 个 肉 积 : 它 关于 是 线 伯 的 ,关于 四 是 半 线性 的 ,并 且 对 于 
一 切 P 关 0 来 说 ,都 有 (plp) > 0， 


14 。 


如 果 少 是 由 公式 $s) 一 (1:")* 所 定义 的 函数 ,那么 
(yl) — D2 PAO) ~ (p, Ps 


参看 2.2, 注 记 (1)， 特 别 ， 如 果 % 是 G 的 一 个 表示 的 特征 标 ， 则 
关 一 x 命题 1)。 于 是 对 于 G 上 一 切 函 数 p 都 有 (gp1X) 一 《gq,X》. 
医 此 ， 当 涉及 特征 标的 时 候 ， 我 们 跑 可 以 用 (pIX)， 也 可 以 用 
Cp X). 

定理 3 

G) ”如果 x 是 一 个 不 可 约 表示 的 特征 标 , 则 《XIX) 一 1 ( 即 
X 的 " 模 是 1). 

(i) 如 果 X 和 x 是 两 个 不 同 构 的 不 可 约 表示 的 特征 标 ， 则 
(XIX) 一 0( 即 X 与 改正 交 ).。 

令 p 是 一 个 由 矩阵 形式 p, 一 (ri(9) 给 出 的 不 可 约 表 示 ,x 
是 它 的 特征 标 ， 我们 有 Xz) = 瑟 rrCD， 因 此 


GD ~ C,H) = Dri rn). 


然而 由 命题 4 的 推论 3, 我 们 有 《riisr;) 一 64;/#， 这 里 # 是 ?的 
级 . 于 是 : 


QD -Hl 


因为 指标 i, i 中 每 一 个 都 取 * 个 值 ， 用 同样 的 方法 ， 以 推论 2 代 
兰 推 论 3, 可 以 证 明 (外. 口 

注 记 一 个 不 可 约 表示 的 特征 标 叫 做 一 个 不 可 约 特 征 标 ， 定 
理 3 表明 ， 不 可 约 特征 标 形成 一 个 标准 正 交 系 。 这 个 结果 以 后 还 
要 进一步 完备 化 (2.5, 定理 6)， 

定理 4 令 V 是 G 的 一个 线性 表示 ,特征 标 为 ， 又 像 宣 了 被 
分 解 为 不 可 约 表 示 的 直 和 : 
Vo WB.OW, 
设 术 是 一 个 不 可 约 表 未 ,特征 标 为 x。 那么 与 玉 同 构 的 WV; 的 个 数 


等 于 内 各 (ql7) = 《9,2). 


令 为 是 多 ;的 特征 标 . 出 命 题 ?, 我 们 有 
四 一 为 十 十 和 
因此 《gp|X) 一 (入 1 芒 十 … 十 《X41X)， 然而 根据 上 面 的 定理 ， 
《Xi1X) 等 于 1 或 0， 祝 印 ， 是否 同 构 于 WW 而 定 。 于 是 就 得 到 这 个 
结果 . 

推论 与 w 同 构 的 W: 的 个 数 不 依 妆 二 分 名 邮 尖 取 . 

《这 个 数 且 叫做 “ 环 出 现在 ?中 的 重 数 ”, 或 者 叫 敏 “WW 包 含 在 
下 中 的 重 数 ”.》 

事实 上 ， (yq|X) 不 依赖 于 这 个 分 解 ， 

注 记 ”在 这 个 意义 下 ， 可 以 说 一 个 表示 分 解 为 不 可 约 表示 的 
分 解 是 唯一 的 ， 我 们 在 2.6 还 将 回 到 这 上 面 来 . 

推论 2 具有 相间 特等 的 两 个 示 居间 攀 的 

事实 上 ,推论 1 表明 ,每 一 个 给 定 的 不 可 约 表示 在 这 两 个 表示 
中 出 现 的 重 数 是 一 样 多 的 . 

上 上 述 结果 将 表示 的 研究 归结 为 它们 的 特征 标的 研究 . 如果 
Xi 是 6 的 一 切 互 不 入 同 的 不 可 约 特 征 标 ?, 而 WW, +,Ws 
依次 是 相应 的 表示 ,那么 每 一 个 表示 了 都 与 如 下 的 一 个 直 和 同 构 : 

六 一 划 WW 名:… 甸 maWV，， 二 是 整数 关 0. 
7 的 特征 标 四 等 于 maj 十 … 十 maXs， 并 且 mai 一 《9|%)。[ 
一 事实 显然 可 以 应 用 到 两 个 不 可 约 表示 的 张 量 积 W;@W; 上 ,并 
且 表 明 乘 积 说 为 可 以 分 解 成 厂矿 一 村 m$X4， 这 里 m 是 非 
负 整 数 ,】 由 这 些 恩 之 间 的 正 交 关系 还 推出 
(ply) 一 2 3 


i 


表示 了 的 特征 标 , 那 么 《pl9) 是 = 个 
1 当 且 六 当 了 不 可 约 、 


下 整数 ， 并 且 《p19) 


TI 由 定理 3， 一 个 有 限 许 的 互 不 同 构 的 不 可 约 家 示 的 特征 标 裤 成 有 限 缮 奖 空 间 
《G 上 复 值 函 数 所 成 的 空间 )》 的 一 个 正 交 系 ,因而 芯 不 相同 的 特征 标的 个 数 是 有 
限 的 。 一 一 译 者 注 ~ 


15。 


事实 上 ， 史 m3 等 于 1 当 且 仅 当 这 些 m 中 有 一 个 是 1 而 其 余 
的 都 是 零 ,这 就 是 说 , 当 且 仅 当 六 与 菏 一 个 W; 同 构 . 口 
这 样 我 们 就 得 到 一 个 很 方便 的 不 可 约 性 判定 标准 . 


习 题 


2.5 设 2 是 一 个 线性 表示 , 它 的 特征 标 为 X， 证明。 所 包含 单位 表示 
的 重 数 等 于 (|1) = (1/8) 也 x(:), 

2.6 令 工 尾 一 个 容许 6 作用 的 有 有 限 千 ,2 尼 相 应 的 置换 表示 ( 见 1.2)， 
X 是 6 的 特征 标 , 

《4) 中 一 个 元 来 < 在 6 之 下 的 象 集 Gy 中 做 一 个 轨道 ， 令 。 屁 不 同 的 
雪 道 的 个 数 ， 证 明 ，。 等 于 4 所 包含 的 单位 表示 1 的 重 数 ;由 此 推出 (X|1) 一 
< 特别 ,如 果 是 可 渤 的 ( 即 如 果 。 二 1)。 那 么 可 以 分 解 为 199， 而 9 
不 含 单位 表示 ， 如 果 几 是 9 的 特征 标 , 则 一 1+。 并 且 (1) 一 0。 

《b) 设 Xx 容许 6 的 作用 。 令 @ 按 公式 “rs y) = (sx 2》 作用 在 各 
x x x 上， 证 明 ,相应 的 置换 表示 的 特征 标 等 于 和 。 

(<) 设 6 可 渤 地 作用 在 * 上 ， 并 且 * 至 少 含有 两 个 元 素 ， 我 们 说 ,G 是 
二 重 可 迁 的 ,如 果 对 于 任意 *，y，*'，y EX， zy， xy ， 都 存在 6G 使 

x 一 sey y= 以 证 明 下 列 竹 质 是 等 价 的 : 

(DG 是 二 重 可 和 的， 

《iD G 在 x x & 上 的 作用 有 两 个 轨道 : 对 角 线 元 素 所 成 的 集 和 其 余 元 
来 所 成 的 集 , 

Ga (FD) = 2. 

(iv) 在 (2) 中 所 定义 的 表示 9 是 不 可 约 的 ，[ 等 价 性 (i) (ii) 是 明显 
的 ; (iD 各 (这) 可 忆 由 (a) 和 (b) 得 出 。 如 果 几 是 的 特征 标 ， 我 们 有 
1+ 业 一 和 《111) 一 1， (4j1)》 一 0， 这 就 表明 (i) 与 (加 11) = 1 等 价 ， 
也 就 是 与 《1/8) 了 0s)* = 1 等 价 ; 因为 取 实 数值 ,这 就 意味 着 8 不 可 


ree 


约 ,参看 定理 5.] 


2.4 ”正则 表示 的 分 解 


记号 “在 第 二 章 剩 下 的 部 分 里 ，G 的 不 可 约 特征 标记 作 Xx,， 
…*，Xs; 它们 的 级 依次 记 作 六。 …，mi; 我 们 有 mw 一 (1), 参 


sl7. 


看 命题 1， 

令 了 R 是 G 的 正则 表示 。 我 们 知道 (参看 1.2) R 有 一 个 基 
《cs)iecy 使 得 pie 一 es。 如 果 s 关 1， 那 么 对 于 一 切 六 2 天 二 
这 就 表明 ， 在 p; 的 矩阵 中 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 0; 特别 就 有 
Tr(ps) 一 0， 另 一 方面 , 当 1 = 1 时 ,我 们 有 

Trlp) = TI) 一 dimR = g, 


上 


于 是 得 到 
人 人 ES 
rc(s) = 0, s¥ 1, 
推论 每 一 个 不 可 约 表 示 久 ;出 现 现在 正则 表 东 内 的 章 数 等 于 


入， ,在 正则 表示 中 出 现 的 重 数 等 于 《ro, Xi， 并 
且 有 
re KO) = ED ree) xs) 


去 xD 一 CD 一 mr 口 


推论 2 
(a) 级 满足 关系 p21 
{pb) 如 果 se G 不 等 于 1 则 Bx) = 0. 


由 推论 1, 对 一 切 :《 6G, 我 们 有 ros) 一 ni%(3). 取 : 二 1 
就 得 到 (a), 取 * 1 就 得 到 (b). 口 

注 记 

(1) 上 述 结果 可 以 用 来 定 出 一 个 群 的 不 可 约 表示 : ”假设 我 
们 已 经 构造 了 一 些 彼此 不 同 构 的 不 可 约 表 示 , 它们 的 级 分 别 是 
4，“"*， at 这 些 表示 是 G 的 全 部 不 可 约 表示 (确切 到 同 构 ) 的 
充分 且 必 要 条 件 是 中 十 … 十 城 一 &, 

(2) 以 后 (第 二 部 分 ,6.5) 我 们 将 会 看 到 级 w 的 另 一 个 性 质 ; 
它 仁 都 整除 6G 的 阶 g， 
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习 题 
2.7 证 明 , 如 果 G 的 一 个 特征 标 对 于 一 切 :去 1 来 说 ， 都 取 值 零 , 那么 
它 是 正则 表示 re 的 特征 标的 一 个 整数 傍 。 


2.5 不 可 约 表示 的 个 教 


我 们 回忆 下 (参看 2.1),G 上 一 个 函数 叫做 一 个 类 函数 。 
如 果 对 于 一 切 ss +€ G 都 有 fux-D 一 1). 
命题 6 令 f 是 G 上 一 个 类 水 数 , 而 p:G GLCV) 是 G 的 


一 个 线 性 表 未 - 令 py 是 如 下 定义 的 一 个 了 到 自身 内 的 线 竹 隐身 
p= THD 


如果 是 一 个 " 银 不 可 约 表 示 , 特 年 标 为 X, 那么 01 是 一 个 们 似 ， 
你 你 系数 1 是 : - 
1 一 DOK) 一 一 和 CHX。 


Er 


计算 一 下 p7iprp, 得 : 
pripips = Dp7’ pps™— 已 fl ps 


令 # ws ls， 上 上 式 变 成 : 
pipip: 一 忆 Hsus-)ps = > Ka)eu pr。 
bre 
于 是 pjp; = pip1/， 由 命题 4 的 第 二 部 分 , 这 就 表明 ps 是 一 个 位 似 
4。4 的 迹 是 n%; 而 py 的 迹 是 : 
DS HOT) = THO. 


85 ee 


因此 


2 DFO ~ £ GN). 


ee 


我 们 现在 引信 G 上 类 函数 所 成 的 空间 态 ; 不 可 约 特征 标 
“，X， 都 属于 日。 
定理 6 竺 和 村 Xi: 


定理 3 表明 , 这 些 % 组 成 五 内 的 一 个 标准 正 交 系 ， 只 琵 下 证 
明 它 们 生成 妃 ， 为 此 只 需 证 明 刀 中 每 一 个 与 一 切 从 正 交 的 元 素 
都 是 堆 。 令 f 是 这 样 一 个 函数 . 对 于 G 的 每 一 表示 p， 令 pi 一 
fp 因为 1 与 籽 正 交 , 上 面 的 命题 6 指出 , 当 ? 不 可 约 财 、 


fi 等 于 零 ; 岂 直 和 分 解 得 出 ，py 永远 为 零 .将 这 一 结论 应 用 到 正则 
表示 有 上 (参看 2.4), 并 且 计 算 基 向 量 。 在 p; 之 下 的 象 ,我 们 有 
Pic 一 训 Dpe 一 > KKDer 


be 


因为 wm 等于零 ,所 以 pye, = 0， 于 是 由 上 十 的 公式 得 出 ， 对 一 切 
fEG， 蕊 站 一 0; 所 以 了 一 0， 宗 理 被 证 明 . 口 
我 们 知道 ,G 的 两 个 元 素 : 和 /说 是 共 琐 的 。 如 果 存在 *e G 
使 得 * 一 sss-'; 这 是 一 个 等 价 关系 ,这 个 关系 将 6 划分 成 类 (也 由 
做 基 纯 准 ). 
定理 7 G 的 不 可 约 表 未 的 个 数 《 态 到 同 相 ) 等 了 6 的 # 站 
娄 隐 个 数 . 
令 C1,…, Ck 是 6 的 一 切 不 同 的 共 圈 类 .说 G 上 一 个 函数 
了 是 一 个 类 了 天数 就 相当 于 说 了 在 C,,……，C4 的 每 一 个 上 都 是 常 
数 ;于 是 这 个 函数 由 它 在 C; 上 的 值 2 所 和 确定, 而 这 些 值 是 可 以 任 
意 选取 的 ， 因 此 , 类 函数 所 成 的 空间 的 维 数 等 于 另 一 方面 ， 
由 定 更 6, 这 个 集 数 等 于 G 的 不 可 约 表示 的 个 数 ( 确 雪 到 同 构 )， 定 
理 被 证 明 , 口 
下 面 的 命题 是 定理 6 6 的 另 一 : 推论 : 


数 ， 
(a) 六 MDX 一 ghels ) 


《b) 如 果 : 不 与 /失声 , 则 立 KAKA 一 0.《 当 = 一 上 
时 ,这 就 是 命题 5 的 推论 2.) 

令 上 是 这 样 定义 的 一 个 函数 , 它 在 * 的 类 上 等 于 1, 而 在 其 它 
的 类 上 等 于 0。 因 为 妃 是 一 个 类 函数 ,由 定理 6, 它 可 以 写成 
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, 
ho Dt mb GD ~ sy, 


f=l 


于 是 ,对 于 每 一 +€ 6G, 我 们 有 
fl) = < 六 KD). 


fs 


这 样 , 如果 :+ 一 :就 得 到 (a); 如 果 : 不 与 共 梳 ,就 得 到 (b). 口 

例 令 G 是 三 个 数码 的 全 体 置换 群 . 这 时 g 一 6， 并 且 有 三 
个 类 元素 1， 三 个 对 换 , 以 及 两 个 循环 置换 。 令 :是 一 个 对 换 而 
“是 一 个 香 环 置换 ， 我 们 有 户 一 1，c 一 1, te 一 ct; 这 时 丛 有 
两 个 一 级 特征 标 ， 单 位 特征 标 六 和 由 置换 的 符号 所 给 出 的 特征 标 
各、 定理 7 告诉 我 们 ,还 存在 另外 一 个 不可 约 特征 标 9; 若 它 的 级 
是 x， 那么 必须 有 1 十 1 十 一 6， 从 而 “一 2，6 的 值 可 以 由 
为 十 为 二 28 是 G 的 正则 表示 这 一 事实 得 出 (参看 命 是 5)， 于 是 
就 得 到 G 的 特征 标 表 : 


1 te 


Xl tl 
入 | IT- 1 
a812 0=1 


利用 G 置 换 C 中 满足 方程 x 十 》 十 z 一 0 的 元 素 的 坐标 这 
一 事实 , 我 们 得 出 6G 的 一 个 不 可 约 表示 , 它 的 特征 标 就 是 9《 参 看 
习题 2.6 (0))。 


2.6 一 个 表示 的 典型 分 解 


令 p:6 一 GEL7) 是 6 的 一 个 线性 表示 我 们 要 定义 的 一 
个 直 和 分 解 , 它 比分 成 不 可 约 表 示 的 分 解 “粗粮 ”一 些 ,然而 它 的 优 
点 在 于 唯一 性 ， 这 个 分 解 是 如 下 得 到 的 ; 

令 黎 ,…*…,X。 是 6G 的 一 切 不 同 的 不 可 约 表示 印 !,，… ,WW 的 
特征 标 , #,，,……， ns 依次 是 这 些 不 可 约 表示 的 级 令 了 一 忆 四 … 
线 g 是 把 了 分 成 不 可 约 表示 的 直 和 的 一 个 分 解 . 对 于 ;一 1， 
4， 令 Vi 表示 局 Un 中 与 WW; 同 构 的 那些 空间 的 直 和 ， 显 
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然 我 们 有 : 
V -VDBY,. 

《换血 话说 , 我 们 已 经 把 分 解 成 不 可 约 表 示 的 直 和 , 然后 再 把 同 
构 的 表示 归并 在 一 起 ，) 

这 个 分 解 四 做 典型 分 解 ， 它 具有 以 下 性 质 ; 

定理 8 

6 分 服 焉 ~ 中 B-… 提 ju 不 信和 于 大 下 了 分 记 不 可 
表示 的 分 解 的 选取 . 


I m 上 的 则 旦 让 以 下 今 束 维 由: 
-Ore 


一 reG 
我 们 证 明 (i， 沦 断 《i) 可 以 由 《iD 推出 ,因为 射影 :完全 确 
定 了 V, 令 


至 2 Kp 


了 
由 合 题 5,，4; 在 一 个 具有 特征 标 X 的 4 级 不 可 约 表示 更 上 的 限制 
是 一 个 位 似 , 位 似 系 数 是 《si/z)(Xz|X); 于 是 当 X 力 为 时 ,这 个 
系数 等 于 0, 当 XX 一 Xt 时 , 它 等 于 1， 换 名 话说 ,4 在 一 个 与 WW。 
同 构 的 不 可 约 表示 上 是 恒 等 映 射 , 而 在 其 余 的 不 可 约 表示 上 是 0. 
注意 到 Vi 的 定义 ,由 此 得 由 ,4 在 Pi 上 是 恒 等 映 射 当 了 天 计时 ， 
4, 在 上 是 0。 如果 我 们 将 元 素 * EV 分 解 成 分 量 mie Vi; 的 和 : 
于 
那么 就 有 9 一 g(t) 十 十 g(x4) 一 xs， 这 就 是 说 ,4, 等 
于 在 Vi 上 的 射影 p:, 口 
这 样 一 来 ,一 个 表示 信 的 分 解 可 以 分 两 步 进 行 。 首 先 定 出 典 
型 分 解 了 一 了 四"… 田 Vs; 利用 射影 p; 的 公式 ,这 一 点 是 容易 做 
到 的 .其 次 , 如 果 需 要 的 话 , 选取 一 个 将 7, 分 为 不 可 约 月 示 的 直 
和 分 解 ,每 一 个 不 可 约 表示 都 与 W; 同 构 : 
一 WiB- BW 
最 后 的 分 解 一 般 可 以 有 无 限 多 种 方式 (参看 2.7 和 下 面 的 习题 
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2.8); 这 种 分 解 的 方式 恰 与 一 个 应 量 空 间 中 基 的 选 法 一 样 多 . 

鲍 到 6G 是 由 两 个 元 素 {1,:}, ?一 1， 所 成 的 群 。 这 个 群 
有 两 个 一 级 不 可 约 表示 W+ 和 和 W-, 对 应 于 p: 一 1 和 ps 一 一 1 
一 个 表示 人 的 典型 分 解 是 六 一 V+ 多 V"， 这 里 Y* 由 六 中 的 对 称 
元 素 , 即 满足 psx 一 * 的 元 素 * 所 组 成 , 而 了 由 了 中 的 反对 称 元 
素 , 即 满足 px = 一 * 的 元 素 * 所 组 成 .相应 的 射影 是 : 


一 Te pt), pr~ 二 (~ Pir). 


将 Z+ 和 7- 再 分 解 成 不 可 约 分 支 就 意味 着 将 这 两 个 空间 分 解 成 刘 
线 的 直 和 。 


习 题 


2.8 令 马 是 由 满足 以 下 条 件 的 线性 映射 Ww: 一 V 所 成 的 向 量 空间 : 
对 一 切 4€ G6， ph 一 hp， 每 一 hE BH 都 将 Vi 映 入 Vi。 

(#) 证 明 。 品 的 维 数 等 于 Ww; 在 中 出 现 的 重 数 , 即 等 于 dimVs/dimWi . 
[归结 到 了 = Ws 的 情形 并 且 应 用 schur 引 理 .] 

《b) 令 G 通过 它 在 本 上 的 平凡 表示 和 在 mi 上 所 给 定 的 表示 的 张 量 积 
而 作用 在 Hi@W: 上 。 证 明 , 由 公式 

FD wa) 一 Dhol wa) 
所 定义 的 映射 
FH Ws 

是 H:@W 到 V 上 的 一 个 同 构 . 【用 同样 的 方法 . ] 

(5) 令 (&,…s 后 ) 恩 瑟 的 一 个 基 ， 同 时 作 直 和 Ww, 图 … 力 Ws， 在 这 
里 Wr; 重复 出 现下 次 ，( 思 ,…', 向) 通过 平凡 的 方式 定义 到 昌 … 昌 号 到 
Vi; 内 的 一 个 线 姓 瞻 射 4 证明, 上 是 表示 的 一 个 同 构 ， 并 且 紫 一 同 构 都 可 以 
这 样 得 到 [利用 (b) 或 者 直接 证 明 ]。 特别, 将 Vi 分 解 成 与 W; 同 构 的 表示 的 
直 和 相当 于 给 三; 选取 一 个 基 。 


2.7 表示 的 明显 分 解 式 


保留 前 一 节 的 记号 ， 令 
LA 


站 "23¢ 


是 所 给 的 去 示 的 生 弄 广角， 我 们 已 经 在 到 ， 如 各 通 过 祖 应 的 射影 
来 确定 第 ;个 分 支 V; (定理 8)、 现 在 再 来 给 出 将 ;分 解 为 与 VY 
间 构 的 地 表示 直 和 的 一 种 直接 构造 方法 ， 

设 印 ; 由 关于 基 〈e，…，e。) 的 矩阵 形式 (ross)) 给 出 ;我 
们 有 (9) 一 罗 rel5)， 而 # 一 m1 一 dimWi。 对 于 每 一 对 从 1 
到 ”= 取 值 的 整数 a,8, 令 pm 是 由 公式 
Ce) 一 一 二 realt ps 
所 定义 的 到 内 的 线 村， 

命题 8 

(a) 映射 ps 是 一 个 射影 ; 它 在 Vi 产 i 上 是 零 ， 它 的 象 Vi 
多 有 芒 内 ， 面 Vi 是 这 些 Vis，1 所 a 所 wn， 的 起 和 ， 我们 有 

~ Dp 

外 ， 入味 机 在 P 机 天 四 上 以 及 在 Var (7 天 的 上 :都 


这 些 nn 线性 下 关 ， 和 G 站 交 字 的 ， 此 了 条 
多 (m)， 于 二 每 :6 9; 我 人 有 


pre) 一 > rials)x 


《特别 ，W (%4) 与 葬 ; 同 构 ). 

《d) 如 果 CGp， “os xm 是 Pi 的 一 个 基 ， 那么 表示 Vi 是 在 
Ce) 中 靳 定 池 的 子 素 洒 WC?)，…sW txt) 的 臣 和 和。 

. 《这 样 ， 每 选取 V;, 的 一 个 基 就 给 出 一 个 将 ;分 成 与 W; 同 

构 的 表示 的 直 和 分 和 解 .》 

首先 注意 ， 上 面 的 公式 (*) 使 得 我 们 可 以 在 G 的 任意 表示 里 
定义 pop， 特别 可 以 在 不 可 约 表 示 印 ; 里 来 定义 ， 对 于 Wj, 我 们 有 
puler) = FD rl oe) — ED Broke re es, 


rte 了 fe 
由 命题 + 的 推论 3, 我 们 有 
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ear 车 Y=p， 

pai(e1) 一 性 在 其 它 情形 。 
由 此 得 出 守 p。 是 m, 的 恒 等 映 射 , 并 且 有 
a, dP 车 6 一 7， 

fo 在 其 它 情形 ， 


piopar 一 > reas) pps 
5 


如 果 了 关 z， 我 们 对 砂 , 应 用 命题 4 的 推论 2， 用 同样 的 证 法 可 以 
证 明 一 切 pw 都 是 零 . 

这 样 做 了 以 后 , 我 们 将 分解 为 与 WW, 同 构 的 子 表示 的 直 和 ， 
并 且 对 每 一 子 表示 应 用 上 面 的 论述 ， 由 此 就 得 出 〈a) 和 《b); 而 
且 上 面 的 公式 在 亚 中 也 成 立 ， 在 《c) 的 前 提 下 ,我 们 有 


pilxe) = psopaln) 一 > rpsCs pa ns) 
一 > rpsls) es 
这 就 证 明了 (c)。 最 后 ,由 (a), (b) 和 (c) 就 可 以 得 出 《由 . 口 


习 题 
2.9 念 印 是 满足 条 件 hop, 一 p08 的 线性 瞻 射 #:W;V 所 成 的 向 
生 空 间 ( 参 看 习题 2.8)，、 证 明 , 映 射 kr>&(c<) 是 5H 到 Vie。 上 的 同 构 ， 
2.10 设 reJi。 令 V(x) 是 了 中 包含 = 的 最 小 子 表示 ; 令 怠 是 + 在 
pu 之 下 的 象 ， 证 明 ，7(z) 是 表 不 玉 (x3) 的 和 ,x 一 1,…*3 *。 由 此 蕉 出 ， 
V(x) 是 至 多 个 与 Wi 同 攀 的 于 表示 的 站 和 。 
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第 三 章 子 群 。， 群 的 积 、 诱 导 表示 


以 下 所 讨论 的 群 都 假定 是 有 限 群 。 


3.1 Abel 子 群 

令 G 是 一 个 群 ， 如 果 对 于 一 切 :,1 EG，, 都 有 sr 一 二 那么 就 
称 G 是 一 个 Abd 群 (或 交换 群 )， 这 相当 于 说 6G 的 每 一 共 施 类 只 
含 一 个 元 素 , 也 就 是 说 ,G 上 每 一 个 函数 都 是 类 函数 ， 这 种 群 的 线 
性 表示 特别 简单 : 

定理 9 下 列 性 质 是 等 从 的 : 

© G 是 -个 Abd 群 ， 


人 而 -wy 是 G 的 一 印 可 不 相同 的 不 
约 才 示 的 级 ， 由 第 二 章 知道, 是 G 的 共 板 类 的 个 数 ， 并 且 & 一 
六 十 … 十 城 ， 因 此 ,& 等 于 必要 且 只 要 一 切 都 等 于 1。 定 
理 被 证 明 . 口 . 

推论 售 < 共 6 的 个 Abd 子 群 ,。 是 4 的 阶 ,# 是 G 的 阶 . 


en 就 是 在 G 中 的 闪 娄 ， ) 

令 p:6 一 GL(V) 是 6 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 它 在 子 群 4 上 
的 原 制 定义 了 4 的 一 个 才 示 p4:4 -* GECP)、 令 灵 S7 是 mv, 的 
一 个 不 可 约 表示 ， 由 定理 9, 我们 有 dim(W) 一 1， 令 太 是 由 
的 象 pr 所 生成 的 了 的 子 空间 ,这 里 * 遍历 6. 显然 下 在 G 之 下 
稳定 ， 因 为 ?不 可 约 ， 所 以 V" 一 了。 然而 对 于 *e 6 和 ze 4 
我 们 有 


paW = ppW = pH. 
由 此 推出 , 互 不 相同 的 p.W 的 个 数 至 多 等 于 g/a; 又 因为 是 这 些 
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PW 的 和 ,于 是 就 得 出 所 要 求 的 不 等 式 dim(V) < 8/e. 

例 一 个 二 面体 群 含有 一 个 指数 为 2 的 循环 子 群 . 因此 它 的 
不 可 约 表示 的 级 只 能 是 1 或 2. 我 们 以 后 (5.3) 将 定 出 这 些 不 可 
约 表 示 . 


习 题 


3.1 利用 schur 引 理 直 接 证 明 ， 一 个 (有 限 歌 无 限 )Abel 群 的 每 一 不 
可 约 表示 都 是 一 级 的 ， 

3.2 令 P 是 群 6 的 一 个 = 级 不 可 约 表示 ， 特 征 标 为 X; 令 C 是 G 的 中 
心 ( 即 一 奶 这 样 的 “< G 所 成 的 集 : 对 于 任意 :EG 者 有志 二 w), 而 < 是 C 
的 阶 。 

(2) 证明。 对 于 每 一 +€ C，p, 是 一 个 位 做 。[ 利 用 scbur 引 至 . ] 由 此 
推出 ,对 于 一 切 :EC 都 有 |X()| 一“ 

(b) 证 明 不 等 式 普 所 Be。[ 结 合 着 (2)， 利用 公式 屋 1X(21 =8.] 

(<) 证 明 ,如 果 ” 是 忠实 的 《 即 对 于 : 关 1 都 有 pz1)， 则 C 是 一 个 铂 
环 群 . 

3.3 令 G 是 一 个 阶 为 E 的 Abcl 群 ， 人 是 G 的 一 切 不 可 约 特征 标 所 成 
的 党 。 如 果 xy 2 局 于 6, 则 乘积 X%, 也 属于 人 证 明 , 合作 成 一 个 阶 为 
的 Abel 群 ; 群 @ 岂 做 G 的 对 侦 群 .对 于 *& 9 映射 XmX(x) 是 如 的 一 个 不 
可 约 特征 标 , 因而 是 妃 的 对 偶 群 8 的 一 个 元 素 。 证 明 , 这样 得 到 的 6 到 6 内 的 
映射 是 一 个 同 态 单 射 ;由 紫 得 出 (比较 这 两 个 群 的 阶 )。 这 个 映射 是 一 个 同 构 、 


3.2 网 个 群 的 积 
设 Gi 和 G: 是 两 个 群 , G, x G; 是 它们 的 集合 积 , 即 一 切 元 素 

对 (ao，a6 G，96 G6， 所 成 的 集合 ， 现 定 

《ay ns 1) 一 《riy sb) 

这 样 就 在 G, x G 上 定义 了 一 个 群 结构 。 对 于 这 个 群 结构 来 说 ， 
GX @ 叫做 G, 与 G; 的 积 ， 如 果 G 的 阶 是 ,G3 的 阶 是 g, 那 
么 G, x Gi 的 阶 是 Big。 改 G1 可 以 与 G, X G: 中 由 元 素 (na;1)， 
4 遍历 G,, 所 成 的 子 属 等同 起 来 ; 同样 , G; 也 可 以 与 G, x @ 的 
A 在 这 样 的 等 同意 义 下 , G, 的 每 一 元 素 与 G; 的 
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每 一 元 素 可 交换 . 
反之 , 令 G 是 一 个 妖 , 它 包 合 G, 和 6; 作为 子 群 ， 并 且 假定 下 
列 条 件 被 满足 ; 
人 每 一 元 素 *e G 可 以 唯一 地 写成 ， 一 ao， 这 里 ae G， 
EG. 
( 对 于 ae G1，s€ G3 我 们 有 rm 一 oa。 
于 是 两 个 元 素 :一 45， + ~ ti 的 乘积 就 可 以 写成 
st = inf = (5) C0), 
因此 ,如 果 对 于 (5,5) & GX G1， 令 G 中 元 素 ao 与 它 对 应 ,我 
们 就 得 到 G, X G6, 到 6 上 的 一 个 同 构 映 射 ， 在 这 种 情况 下 ,我 们 
也 称 G 是 子 群 G, 与 G; 的 积 (或 喜 积 ), 并 且 将 G 与 G, x G, 等 同 
看 待 . 
现在 令 pi G 一 GLCV,) 和 o:G -> GLCV,) 分 别 是 G: 和 
G; 的 线性 表示 . 我们 通过 与 1.5 类 似 的 步骤 来 定义 G, Xx G 到 
了 @P 内 的 线性 表示 p'@pr， 规 定 
《pIBpDCao) = pA Dp). 
这 个 表示 叫做 p' 与 PP 的 张 景 积 . 如果 X, 是 e 的 特征 标 (i ~ 1， 
2), 那 么 pp 的 特征 标 X 就 由 公式 
XCs135) = Xs) Co) 


给 出 . 

当 G6 和 GC 都 等 于 同一 个 倍 G 时 。 如 上 定义 的 表示 wo'@r' 是 G x G 的 
一 个 表示 ， 如 果 将 这 个 表示 限制 到 6 x 6 的 对 角 线 于 群 ( 即 由 (:,:),: 遍历 
6, 所 成 的 子 群 ) 上 ,就 得 到 在 1.5 中 记 作 p"B@w? 的 G 的 表示 ;尽管 在 记 法 上 
一 样 ,但 是 区 别 开 这 两 个 表示 是 重要 的 、 


定理 10 
《如果 2 和 都 是 不 可 约 区 , 则 mAGm 是 G, x 6; 的 
个 不 可 约 表示 。 


这 里 w 是 6; 的 一 人 不光 示 . 
如 果 和 疡 不 可 约 ,那么 就 有 (参看 2.3): 
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LSD-1, 


Bi eG 


A 


Ba eG, 
这 里 8 表示 G, 的 阶 (i 一 1,2)。 将 这 两 个 等 式 相生 ,就 得 到 ; 
二 忆 xs) 一 De 是 6 的 阶 。 


这 就 证 明了 mw 是 不 可 约 的 (定理 5). 为 了 证 明 Ci， 内 需 证 
明 ，G, X G, 的 每 一 个 与 形 如 Xi(a)Xxsa) 的 特征 标 正 交 的 类 范 
数 /都 等 于 零 ， 假 定 有 

Ds Xs As ~ 0, 


国定 为 而 令 So 一 六 Kao)X(o)#， 那 么 对 于 一 切 为 , 我们 


有 
Da)* 一 0. 


因为 8 是 一 个 类 函数 ,由 此 得 出 g 一 0; 因为 对 于 每 一 为 都 有 同 
样 的 结论 ,所 以 根据 同样 的 论证 就 得 出 fs, 4) 一 0. 
[也 可 以 通过 计算 这 些 不 可 约 表示 p!' 人 @p? 的 级 的 平方 和 ， 再 
应 用 2.4 来 证 明 ( 记 . 
上 面 的 定理 将 Gt X G, 的 表示 的 研究 完全 归结 为 6G, 的 表示 
和 G: 的 表示 的 研究 . 


3.3 诱导 表示 

开 个 于 群 的 左 障 集 、 

向 记 以 下 的 定义 令 电 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 对 于 se G, 令 
池 表 示 一 切 乘 积 “4。4e 及 ， 所 成 的 集合 ; 二 叫 做 妃 的 舍 :的 丰 
障 集 ，G 的 两 个 元 素 ;和 + 说 是 神 片 同 余 的 ， 如 果 它们 属于 同一 
个 在 陪 集 ,也 就 是 说 ,如 果 :"'r 属于 月 ;这 时 就 写作 * 一 s(modH)。 
一 切 友 陪 集 所 成 的 集合 记 作 G/5; 它 是 G 的 一 个 分 类 .如 果 G 有 
个 元 素 而 妃 有 4 个 苑 素 , 则 G/H 含有 8/h 个 元 素 ， 整数 8/h 
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叫做 鼠 在 G 中 的 指数 ,并 且 记 作 〔〈G:5D). 

如 果 从 已 的 每 一 个 左 陪 集中 选 出 一 个 元 素 ， 我 们 就 得 到 G 的 
一 个 子 集 R， 叫 做 G/H 的 一 个 代表 系 ;G 中 每 一 元 素 ; 可 以 唯 
一 地 写成 * 一 rt 的 形式 , + € R, +t EH。 

话 导 素 示 的 定名 

令 p:G 一 GL(V) 是 G 的 一 个 线性 表示 , 令 pp 是 2 在 已 上 
的 限制 、 设 灰 是 ps 的 一 个 子 表 示 ; 即 多 是 了 的 一 个 子 空间 ,并且 
在 p,，t& H， 之 下 稳定 , 令 8:H -> GL(wW) 是 这 样 定义 的 所 在 
Wr 内 的 表示 .对 于 s&€ G， 向 量 空 间 pW 只 依赖 于 *， 所 在 的 左 陪 
集 8. 事实 上 ， 用 st， + € 日 ,代替 :, 因为 pr 玉 一 WW 我们 有 
PsW 呈 pipiW ps， 这 样 一 来 , 如 果 5 是 日 的 一 个 左 隧 集 , 我 
们 可 以 定义 的 一 个 子 空间 琅 , 为 pW， 这 里 * 是 5 中 任意 元 
素 . 显然 , pss € G ,引起 这 些 W, 的 一 个 置换 、 因 此 ,这 些 Ww, 的 
和 DW。 是 VV 的 一 个 子 玫 示 . 


< 

定义 我 们 六 6 在 了 具 的 表示 是 由 已 在 中 内 的 表示 8 记 请 
时 的 ,如 果 V 等 十 二 凡 了 PoCee G/H) 的 和 ,并且 这 个 和 蚌 站 各， 
即 V ~ Dw,. 
* aEGH 

我 们 可 以 把 这 个 条 件 用 另外 几 种 方式 来 表述 : 

(每 一 *e 可 以 唯一 地 写成 

xz 一 5, 


rr 
这 里 xo€ Ws 
(Ci) 如 果 民 是 G/H 的 一 个 代表 系 ,那么 向 量 空间 V 是 priV ， 
r€ RR, 的 直 和 . 
特别 ,我 们 有 
dim(V) ~— Ddim (pW) ~ (G:H) dimm， 


例 1 取 P 是 G 的 正则 表示 ;空间 愉 有 一 个 基 (cjtes, 使 得 对 
一 切 56G,， 1€G, pses er。 令 WW 是 中 以 《cs)sen 为 基 的 于 
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空间 .五 在 Ww 内 的 表示 6 就 是 鼎 的 正则 表示 .显然 由 6 诱导. 

例 2 取 V 是 一 个 向 量 空间 , 它 有 一 个 基 (co), 这 里 作为 指标 
的 遍历 G6/ 的 一 切 元 素 。 如 下 地 定义 6G 在 内 的 一 个 表示 p: 
对 于 s€ G，oa€ G/H, 规定 pes 一 eu (这 个 公式 有 意义 ,因为 如 
果 a 是 电 的 一 个 左 障 集 ， 则 so 也 是 玉 的 一 个 左 障 集 )， 这 样 就 得 
到 G 的 一 个 表示 , 它 就 是 G 关 于 G/H 的 置换 表示 [参看 1.2， 例 
(《e)1， 对 应 于 陪 集 五 的 向 其 ez 在 妃 之 下 不 变 ; 于 是 五 在 子 空 间 
Ceu 内 的 表示 就 是 鼠 的 单位 表示 ， 显 然 这 个 表示 诱导 出 G 在 中 内 
的 表示 p。 

例 3 如 果 pi 由 8 诱导 而 ps 由 8, 诱导 ,那么 p@p: 由 9.@ 
69, 诱导 . 

例 4 如 果 (T,p) 由 ( 现 ,9) 诱导 而 下 ,是 古 的 一 个 不 变 子 
空间 ,那么 了 的 子 空间 V, 一 > py， 在 G 之 下 稳定 ,并且 G 在 


A 
TV 内 的 表示 是 由 互 在 Ww, 内 的 表示 所 诱导 的 。 

例 5 如 果 P 由 9 诱导 , 是 G 的 一 个 表示 , 并且 pa 是 p' 在 
二 上 的 限制 , 则 p@p” 是 由 6@ps 所 诱导 的 . 


诬 寻 表示 的 存 夺 和 叭 -性 


设 王 满足 这 些 条 件 ， 如 果 x& pW， 那么 pr'x EW; 于 是 
F(x#) 一 Flpsp7’x) = pF lp7x) 一 PKon xD). 

这 个 公式 在 py” 上 确定 了 F。 轩 为 是 这 些 pW 的 直 和 ,所 以 在 
整个 V 上 确定 了 FF。 这 就 证 明了 下 的 唯一 性 . 

现在 令 x6 下。, 并 且 选 取 s& ao， 我们 如 上 地 利用 公式 F (x) 二 
Pf(p7'x》 来 定义 F(x)。 这 个 定义 不 依 炽 于 :在 0 中 的 选取 . 事 
实 上 ,如 果 对 于 :+E 昌 ,以 #t 代替:, 那么 

puf(pi'x) = prpsf (O71p7'x) = pf(O0r lp7'x) ~ piflpr'x). 
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因为 V 是 次, 的 直 和 ,所 以 存在 唯一 的 线性 映射 F:Y 一 V', 它 是 
定义 在 每 一 个 殉 。 上 的 那些 线性 映射 的 开拓 ， 容 易 验 证 ， 对 一 切 
s€EG, Fop= poF. 

定理 11 令 CW 9) 是 及 的 一 个 线性 表示 - 存在 G 的 一 个 


构 ， 这 个 表示 是 只 的- 

首先 证 明 诱 导 表 示 r 的 存在 。 注意 到 上 面 的 例 3， 我 们 总 可 
以 假定 6 是 不 可 约 的 ， 这 时 6 与 妃 的 正则 表示 的 一 个 子 表示 同 
构 ， 而 所 的 正则 表示 可 以 诱导 出 G 的 正则 表示 (参看 例 1)。 再 利 
用 例 4, 8 本 身 可 以 诱导 出 G 的 一 个 表示 . 

剩 下 来 只 要 证 明确 切 到 同 构 ,，P 是 唯一 的 。 令 (V,p) 和 
《WV', p') 是 由 《WW ,9) 所 诱导 的 两 个 表示 ， 对 丈 到 VV 的 内 射 应 
用 引 理 1, 都 么 存在 一 个 线性 映射 民 :Y 一 V', 它 在 更 上 的 限制 是 
悟 等 映射 ,并 且 对 一 切 5e G，Fsp, ~ peF。 由 此 得 出 ,了 的 象 包 
含 一 切 p;WV， 从 而 等 于 VW'。 因为 VY 和 V' 有 相同 的 维 数 《G:H》 
dimW ， 所 以 是 一 个 同 构 .定理 被 证 朋 .。 (关于 定理 11 的 一 个 
更 为 自然 的 证 明 可 参看 7.1.) 口 

设 《V,p) 是 由 《WW,9) 所 诱导 的 表示 , 令 X, 和 和 说 分 别 是 G 
和 五 相应 的 特征 标 。 因 为 确切 到 同 构 ,《V, p) 是 由 (YW , 9 完全 
确定 的 ,所 以 应 该 能 够 从 Xe 来 计算 xX,， 下 面 的 定理 告诉 我 们 如 何 
去 计算 : 


于 每 一 we 6， 我 人 
Xt) 一 XoCr” wr) 一 十 3) Xens), 


eo 
Ra xr 


《特别 ，X 0) 是 ja 在 妃 与 在 G 中 共 忽 类 的 交 上 所 取 的 值 
的 线性 组 合 .》 

空间 V 是 pW 的 家 和 ,+ 《 R; ps 引起 这 些 pw 的 一 个 置 
换 . 确 闵 地 说 ,如 时 我 们 把 ur 写成 wt， 这 里 re R,1€H, 那么 
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Pu 将 pr 变 到 per。 为 了 确定 Xo(w) 一 Trv《ps)， 我 们 可 以 将 
这 些 pIy 的 基 合 并 在 一 起 凌 成 了 的 基 。 对 于 指标 ,如 果 r 天 rw 
那么 对 角 线 上 的 元 过 是 零 ; 在 其 它 的 情形 , 就 给 出 pe 在 pW 上 的 
迹 ， 于 是 就 得 到 
Kel) 一 > Trom(por)， 
这 里 R。 表示 尺 中 满足 条 件 +。 一 ”的 元 素 所 成 的 乐 ,而 pew 是 
Ps 在 pW 上 的 限制 ， 注 意 * 属于 R, 必要 且 只 要 wr 可 以 写成 rx 
的 形式 ，+《 日 ， 这 就 相当 于 rwr € H. 
剩 下 来 就 是 要 计算 Trow(psr)，+《 R。， 注意 p, 定义 了 一 个 
到 到 p,W 上 的 同 构 ,因而 我 们 有 
pro9, 一 puwopr， 这 里 1 一 rur EH, 
这 样 一 来 , psv 的 迹 等 于 和 的 迹 , 即 等 于 Xol2) ~ Xe(r er 小 
于 是 我 们 得 到 
Kelu) 一 > Kelr wr), 
只 要 注意 到 G 在 左 陪 集 * 召 (7 R。) 内 的 一 切 元 素 :都 满足 
等 式 Kelsiws) 一 XeCr ar)， 那 么 关于 Xolw) 的 第 二 个 公式 就 可 
以 由 第 一 个 公式 推出 . 口 


在 本 书 的 第 二 部 分 里 ,读者 将 能 找到 关于 话 导 表示 的 另外 一 些 性 质 ， 主 
要 有 

(i) Feobenio。， 豆 反 公式 

fulXe)n 一 《Xe)cs 

这 里 了 是 G 上 一 个 类 函数 ， 而 条 是 /在 驴 上 的 限制 ， 两 边 的 内 积 各 在 媚 和 
G 上 计算 ， 

《i) Mackey 判定 * 它 告诉 我 们 一 个 诱导 表示 在 什么 时 候 是 不 可 约 的 

《ii) Arin 定理 和 Brauer 定理 : 前 一 个 定理 是 说 ， 群 6 的 每 一 个 特征 
标 是 由 G 的 循环 子 群 所 诱导 的 表示 的 特征 标的 有 理 系数 线性 组 合 ;后 一 个 定 
理 是 说 , 群 G 的 每 一 个 特征 标 是 由 G 的 “初等 " 子 群 所 诱导 的 霄 示 的 特征 标的 
整 系数 线性 组 合 ， 


3s 


习 是 


3.4 ”证明 ，G 的 冬 一 个 不 可 约 表示 部 包含 在 昌 的 一 个 不 可 约 表示 久 活 
导 的 表示 内 , [利用 每 一 不 可 约 表 示 都 包含 在 正则 表示 内 的 事实 . ] 由 此 得 出 
定理 9 的 推论 的 另 一 证 明 。 

3.5 令 《W,9) 是 二 的 一 个 线性 表示 。 令 了 是 由 一 切 满 足以 下 条 件 
的 函数 上 #G~ 开 所 成 的 向 量 室 间 : 对 于 sE GE Ru) 2 9.f(4). 令 P 
昆 刀 下 定义 的 G 在 Y 内 的 一 个 表示 : 对 于 s，w&G,(psf)(w) = 了 (ww)。 对 于 
wEW， 再 定义 fo EV 如 下 : 对 于 EH， 定义 和 (9 一 gw 对 于 二， 
定义 知 (5) = 0. 证 明 ， ww 是 由 到 了 的 子 空间 W。 上 的 一 个 同 物 ,这 里 
WU。 由 一 切 在 召 之 外 取 零 值 的 函数 所 组 成 证 明 ， 如 果 将 下 与 WY, 按 这 个 方 
式 等 同 起 来 ,那么 表示 (7。 Pp) 就 是 由 表示 《外 ,9) 所 诱导 的 表示 . 

3.6 设 6G 是 子 群 H 与 K 的 直 积 (参看 3.2)， 令 P 是 6 的 一 个 表示 , 它 
是 由 昌 的 一 个 表示 所 诱导 的 。 证 明 , 2 与 9 名 rx 局 构 * 这 里 rx 是 K 的 正则 
表示 。 
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第 四 章 紧 群 


这 一 章 的 目的 是 要 指出 以 前 的 结果 如 何 过 渡 到 任意 其 群 〈 不 
一 定 有 限 ) 上 去 ;至 于 证 明 ,可 看 文献 中 的 [1] ,[41,[6]. 
下 面 的 结果 ,除了 在 例 5.2，5.5 积 5.6 外 ,以 后 都 用 不 到 。 


4.1 紧 群 


一 个 拓扑 嫩 G 是 一 个 群 , 它 容 有 一 个 拓扑 结构 ,使 得 乘积 宇和 
逆 作 部 是 连续 的 . 如 果 这 祥 一 个 群 的 拓扑 是 一 个 紧 空 间 的 托 扑 ， 
即 满足 Bor-Lebegue 定 理 ,那么 就 称 这 个 群 是 紧 的 例如 ,在 二 纵 
(或 三 纹 ，…) 欧 氏 空间 里 绕 一 点 的 转动 所 成 的 群 具有 一 个 自然 拓 
外 ,使 得 这 个 群 是 紧 群 ; 它 的 闭 子 群 也 是 紧 群 

由 平移 xmz 二 a 所 成 的 群 ， 和 保持 二 次 型 十 只 十 于 一 将 不 变 的 
线 楷 映射 所 成 的 群 《Loreatz 群 》 可 以 作为 非 紧 群 的 例子 。 这 些 群 的 线性 表 
示 具 有 与 紧 属 的 线性 表示 完全 不 同 的 性 质 . 


4.2 紧 烙 上 的 不 变 测 度 
在 研究 一 个 阶 为 。 的 有 限 群 G 的 线性 表示 时 ， 我 们 疹 多 次 使 
用 在 G 上 求 平均 的 运算 ,这 就 是 对 于 G 上 每 一 个 函数 f, 令 一 个 元 
素 (18) 如 0D 与 它 对 应 (f 的 什 可 以 是 复数 ,或 者 更 一 般 地 ,是 
一 个 向量 空 间 的 元 素 )， 对 于 紧 群 来 说 ,也 存在 类 似 的 运算 ;自然 ， 
代 赫 有 限 和 是 关于 一 个 测度 w 的 积分 | KK。 
更 确切 地 说 , 可 以 证 明 ,在 G 中 具有 下 列 丙 个 性 质 的 测度 di 
的 存在 和 唯一 些 : 
GO 对 于 年 过 妆 昌 数 1 和 年 -1e 6， 
| f(D) = 人 epa 
6 。 
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《4z 在 右 平移 之 下 的 不 变性 ). 


还 可 以 进一步 证 明 ,dt 在 左 平 移 之 下 不 变 , 即 : 
G) D0 = | fea. 


测度 叫做 群 G 的 不 变 测 摩 《 或 Haar 测度 )、 我 们 给 出 两 
个 例子 (也 见 第 五 闪 ): 

(1) 设 6 是 一 个 阶 为 8 的 有 限 群 ， 对 于 每 一 元 素 +e G， 都 对 
应 闭 一 个 质量 1/8， 就 得 到 测度 

(2) 设 C 是 平面 内 的 旋转 群 C-， 如 果 将 元 素 4e G 写成 :一 
(a 按 以 2x 为 异 来 取 )， 那 么 不 变 测度 是 (1/2a)da; 因子 1/2x 
用 以 保证 条 件 《3)， 


4.3 紧 任 的 线性 表示 


令 G 是 一 个 紧 群 ，T7 是 复数 域 上 一 个 有 限 维 向 量 空间 ，G 在 
内 的 一 个 线性 表示 是 一 个 间 态 p:G -> GL(F)， 并 且 这 个 同 态 
是 连续 的 ， 这 个 条 件 相当 于 说 wz 是 两 个 变量 se G， x eV 的 连 
续 函 数 ， 类 似 地 可 以 定义 G 在 一 个 Hiibert 空间 内 的 线性 表示 ;并 
且 可 以 证 明 ,这 样 一 个 表示 癌 构 于 有 有限 纹 丁 事 示 的 一 个 《Hitbem) 
真 和 和 ， 这样, 我 们 可 以 只 限于 考虑 后 省 . 

有 限 群 表示 的 大 多 数 性 质 者 可 以 过 渡 到 紧 避 的 表示 上 来 ， 只 


要 把 表达 式 "(1/8) 了 KO)” 换 成 “| fd” 即 可 ， 例 如 ,两 个 了 


fe6 


数 罗 与 的 内 积 《p18) 是 
《15) 一 [es Ea 


更 确切 地 说 : 

(a) 定理 1, 2，3,4 和 5 过 同 它们 的 证 明 都 可 以 不 加 改变 
地 转移 过 来 . 命题 1, 2 , 3, 4 也 同样 成 立 ， 

《b) 在 2.4 于 ,需要 将 正则 表示 只 定义 为 G 上 一 切 平方 可 和 
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范 数 记 成 的 Hilbert 空间 , 群 G 在 它 上 面 的 作用 为 
ppl = Ho), 

如 果 G 不 是 有 限 群 ,这 个 表示 是 无 限 维 的 ,这 时 不 再 能 够 痰 论 它 的 
特征 标 , 六 此 命题 5 不 再 有 意义 ， 然 而 ,每 一 个 不 可 约 表示 都 包 信 
在 RR 内 , 它 钓 重 数 等 于 它 的 级 这 一 事实 依然 成 立 ， 

(c) 命题 6 和 定理 6 都 可 以 不 加 改变 地 转移 过 来 (在 定理 6 
黑 , 取 及 是 G 上 平方 可 和 函数 所 成 的 Hilbert 空间)。 

(d) 当 G 不 是 有 限 群 时 ， 定 理 7 依然 成 立 (但 意义 不 大 : 有 
无 限 多 个 类 和 无 限 多 个 不 可 约 表示 ). 

(e) ”定理 8 和 命题 8 连同 它们 的 证 明 都 可 以 不 加 改变 地 转 
移 过 来 典型 分 解 (定理 8) 的 射影 p; 由 公式 


Pix = Hi J pra 


给 出 . . 
《f) 定理 9 和 定理 10 都 可 以 连同 证 明 一 起 无 改变 地 转移 过 
来 . 注意 ,在 定理 10 里 ,乘积 G, Xx G: 的 不 变 测度 是 群 C, 和 G: 的 
不 变 测度 的 乘积 dsds， 

Cg) 员 要 所 是 G 中 一 个 具有 有 限 指数 的 闭 子 群 ,如 同 在 3.3 里 
所 定义 的 由 太 的 一 个 表示 所 诱导 的 G 的 表示 的 概念 , 以 及 定理 11 
和 定理 12 都 成 立 。 当 右 的 指数 无 限时 ,由 《W, 6) 所 诱导 的 表示 
定义 为 G 上 这 样 的 平方 可 和 函数 了 所 成 的 Hilbert 空间 :在 
中 取 值 ,并 且 对 于 一 切 z€ 昌 ,Hsw) 一 9:(w)， 耐 G 在 这 个 空间 的 
作用 是 pjf(w) 一 人 xs)， 参 看 习题 3.5。 
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第 五 章 例 子 


5.1 循环 合 C。 


这 是 由 一 个 元 素 + 的 老 1,+,… ,+"! 所 成 的 > 阶 群 ,这 里 
六 一 1， 这 样 一 个 群 可 以 作为 绕 一 个 组 旋转 2kx/s 角 的 旋转 所 成 
的 群 来 实现 ， 它 是 一 个 Ab 群 ， 

根据 定理 9，C。 的 不 可 约 表示 都 是 一 级 和 的， 这样 一 个 表示 使 
一 个 复数 X(7) 一 w 与 + 对 应 , 数 X(7*) 一 wt 与 1 对 应 ;因为 
7" 一 1， 所 以 _w" 一 1， 这 就 是 说 ,w= ewY = 0, 11， 
村 hsKos 和 由 

Xslrt) ea 

给 出 .我 们 有 为， Xr 一 Xrw， 按照 通常 的 规定 ,如 果 三 十 尹 产 
2 则 rw 一 Xr4r-n《 换 名 话说 ,Xs 的 扳 标 要 以 # 为 模 来 取 ). 

例如 ,对 于 nw 3 特征 宗 素 如 下 ; 


rn 
Xl 11 
为 | 1 Ww 
bl 
这 盟 _. 
1 V3 
Wm ei Oe i 
我 们 有 
Ko Ki= Kli = 0,1,2), 
Kh Rk =, 
5.2 群 C- 


这 是 平面 的 旋转 属 ， 如 果 用 y 示 示 旋 转角 “的 族 转 ( 模 2e)， 
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那么 C= 的 不 变 测 度 是 (1/2x)da 《参看 4.2)。 
C。 的 不 可 约 表 示 都 是 一 级 的 ,它们 由 
Xolro) 一 ee (# 是 任意 整数 ) 
给 出 . 正 交 关系 在 这 里 就 是 熟知 的 公式 : 
1 fo= 


a 
二 | eta 一 Com 


2 


而 定理 6 给 出 了 一 个 遍 期 函数 的 Fourier 展开 , 


5.3 二 面体 群 DD 


这 是 平面 上 保持 一 个 具有 = 个 顶点 的 正 多 边 形 不 变 的 旋转 和 
反射 所 成 的 妖 ， 它 含有 = 个 旋转 ,这 些 旋 转 作 成 一 个 与 C。 同 构 的 
于 群 ; 又 含有 = 个 反射 。 这 个 群 的 险 是 2s。 如 果 用 > 表示 旋转 
2r/ja 第 的 旋转 ,用 :表示 任意 一 个 反射 ,那么 就 有 

ls ,sree rl 
DD 的 每 一 元 素 或 者 可 以 唯一 地 写成 * 的 形式 ,0 魏 丰 委 一 1( 如 
果 这 个 元 素 属于 C。), 或 者 被 唯一 地 写成 sr 的 形式 ,0 委 丰 委 na 一 
《如 果 它 不 属于 C,)， 注 瘟 由 srs 一 + 可 以 推 岂 , sr 一 天 从 
而 Gr 1, 

,作为 三 特 字 辣 虹 从 运 动 的 洛 来 宁 开 ， 

可 以 有 几 种 实现 的 方法 ; 

《a) 通常 的 实现 方法 《D， 的 传统 记 法 ,参看 Eyring [51). 作 
为 旋转 , 取 绕 0z 辖 的 旋转 ;作为 反射 , 取 对 于 0xy 平面 上 经 过 原 
点 的 4 条 直线 的 反射 ,这 些 直 线 的 夹 角 是 x/a 的 倍数 . 

(b》 通过 群 C,。《Eyring [5] 的 记 法 ) 来 实现 : 取 对 于 包含 
0z 轴 的 平面 的 反射 来 代替 对 于 0xy 平面 上 直线 的 反射 . 

《ce) 群 Ds 也 可 以 作为 群 Dw 《Eyring [5] 的 记 法 ) 来 实现 . 


首先 , 令 土 1 按 一 切 可 能 的 方式 与 > 和 * 对 应 ,这 样 就 得 到 四 
个 一 级 表示 ， 它 们 的 特征 标 内 ， 由， 内, 内 由 下 面 的 表 给 出 : 


"39. 


CE 
| CD 


我 们 再 来 考虑 二 级 表示 ， 令 w 一 cwi 并 且 令 4 是 任意 整 
数 .我 们 如 下 地 定义 D, 的 一 个 表 东 p?: 
wi 0 0 wk 
El ) 

直接 计算 证 实 这 的 确 是 一 个 表示 . 它 是 由 C, 的 特征 标 为 Xu 的 表 
示 (5.1) 所 诱导 的 表示 (在 3.3 的 意义 下 )。 这 个 表示 只 依赖 于 
5 (modn) 的 剩余 类 ;再 者 , py 和 p"" 是 同 构 的 ,因此 我 们 可 以 假 
设 0 < 入 a/2, 两 个 极端 的 情形 4 一 0 和 太一 a/2 是 没有 什么 趣 
卫 的 ; 这 时 相应 的 表示 是 可 约 的 ,特征 标 分 别 为 血 十 占 和 内 十 
中 另 一 方面 ， 对 于 0 之 < 之 a/2， 表示 pr 是 不 可 约 的 : 因为 
好 关 ur5 在 AMyr)》 之 下 稳定 的 直线 只 有 坐标 轴 , 但 它们 在 p(s) 
之 下 不 保持 稳定 ,同样 的 理由 表明 这 些 表示 互 不 同 构 ， 相 应 的 特 
征 标 如 下 地 给 出 ; 


7) 一 ww 人 二 w cas 让， 


Zr = 一 0. 


全 切 到 同 移 )、 a 光 上 不 可 的 表示 的 级 向 率 广 和 和 让 
4x1+ (1) 4-2 
恰 等 于 Ds 的 阶 . 


贫 ” 群 六 有 四 个 一 级 表示 ,特征 标 为 和, 心 , 几 ， 蜗 ， 和 两 个 
二 级 不 可 约 表示 , 特征 标 为 惟 和 和 


一 红 和 东 上 有 商 个 ,字符 下 中 和 各 由 下 面 的 表 给 出 


»*0» 


二 级 不 可 然 表示 只 由 ”是 偶数 的 情形 同样 的 公式 来 定义 ， 相 
当 于 0 < < /2 的 那些 表示 都 是 不 可 约 且 互 不 同 构 的 《注意 ， 
六 为 是 奇数 ,条 件 0 < 4 < z/2 也 可 写成 0 < 和 二 (2 一 1)/2). 
给 出 特征 标的 公式 也 是 一 样 的 。 

这 些 表 示 是 仅 有 的 不 可 约 表 示 。 事实 上 ， 它 们 的 级 的 平方 和 


等 于 2 X 1 二 二 (4 一 1) X 4 = 2n， 就 是 D, 的 阶 ， 


习 王 

5.1 证 明 , 在 DP, 里 , 若 * 足 偶数 (奇数 ), 一 绍 反 射 组 成 两 个 (一 个 ) 共 
元 美 ,而 Cs 的 元 素 组 成 (*/2) + 1 个 ((s + 1)72 个 ) 共 轮 闫 .由 此 得 出 D。 
的 类 的 个 数 , 并 且 验 证 它 等 于 不 可 约 特征 标的 个 数 。 

5.2 证 明和 为， 知 一 入 tw 二 为 -w。 特别 我 们 有 

CA 

证 明 , %: 是 六 的 交错 方 的 特征 标 ; 而 %s 十 几 是 对 称 方 的 特征 标 (参看 1.5 
和 命题 3). 

5.3 证 明 ，D。 作为 R! 中 刚性 运动 群 的 通常 实现 (Eyring [51) 是 可 
约 的 ,特征 标 为 为 + 水， 而 PD。 作为 Cr。 来 实现 《〈Eyring [5]) 则 特征 标 
为 各 十 站。 


54 群 D 


这 个 群 是 积 D。 x 7, 这 里 了 是 由 元 素 【1 }， 品 一 1， 所 组 
成 的 一 个 阶 为 2 的 群 。 它 的 阶 是 4s。 如 果 D。 按 通 常 的 方式 作为 
三 维 空间 的 旋转 和 反 般 的 群 来 实现 [参看 5.3 《a)], 那么 Du 可 以 
作为 由 D。 和 经 过 原点 的 反射 。 所 生成 的 群 来 实现 . 

根据 定理 10，D, 的 不 可 约 表 示 是 D, 的 不 可 约 表示 与 的 
不 可 约 表示 的 张 量 积 。 群 1 恰 有 两 个 不 可 约 表示 ,都 是 一 级 的 . 它 
们 的 特征 标 z 和 x 由 下 表 给 出 ; 
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因此 , Du 的 不 可 约 表示 的 个 数 是 DP, 的 不 可 约 表示 个 数 的 二 
倍 ， 更 确切 地 说 , DPD, 的 每 一 个 不 可 约 特征 标 X 如 下 地 确定 Dw 的 
两 个 不 可 约 特征 标 Xs 和 X。: 


XC) XC GEDs) 
Xx) —X(x) 


Xs 
和 


例如 , D。 的 特征 标 为 给 出 特征 标 Xs 和 Xe: 


Ea Ea er 
EN 2 0 zeokz 0 


Kis |2cos2kz 0 -2cos24 0 
四 7 


同样 地 可 应 用 型 DP 的 其 它 特征 标 上 。 
5.5 群 吕 。 


这 是 平面 上 使 原点 不 动 的 旋转 和 反射 所 成 的 群 、 它 包含 一 切 

旋转 re 所 成 的 群 C-。 如果 “是 任意 一 个 反射 ,那么 有 以 下 关系 : 
Fly ros fe, 

D。 的 每 一 元 素 或 者 可 以 唯一 地 写成 ;。 的 形式 (如 果 它 属于 C-)， 

或 者 可 以 唯一 地 写成 7。 的 形式 《如果 它 不 属于 Ce); 作为 一 个 

拓扑 空间 , DP。 由 两 个 不 相交 的 加 组 成 。D 的 不 变 测度 是 da/4r. 


更 确切 地 说 ,函数 的 平均 | /Cdr 由 公式 
{Da 一 2 Hra)ade + Eh fsre)da 
给 出 ， 特 别 ，2.6 中 的 射影 忆 是 ; 
px— 2 Ka) pralx) de 十 了 Ksre) ps Ce) do 


42， 


有 陋 种 实现 方法 . 

《a) 通常 的 实现 (在 Eyring [5] 中 记 作 Dw): - 取 绕 0z 轴 的 
旋转 和 对 于 平面 0xy 中 过 原点 0 的 直线 的 反射 . 

(b) 由 群 Ce。 来 实现 《Eyring [5] 的 记 法 ): 取 对 于 通过 
0x 轴 的 平面 的 反射 来 代替 对 于 Oxy 平面 内 直线 的 反射 . 

如 D 的 不 可 约 闪 未 

它们 可 以 象 D。 的 不 可 约 表示 那样 构造 出 来 。 首先 有 两 个 一 
级 表示 ,它们 的 特征 标 $. 和, 由 下 面 的 表 给 出 : 


fe se 


Bil 1 
LA 


有 一 系列 的 二 级 不 可 约 表示 p*《h 一 1,2，,"…)， 这 些 表示 由 
以 下 的 公式 定义 : 
ara 0 0 ee 
wr) ~( 0 。 ), esr) = (i 0 小 


它们 的 特征 标 疙 ， 为， -有 以 下 的 信 : 

(= 2e0s Cho), Kalsrs) — 0. 
可 以 证 明 ,这 就 是 D 的 所 有 的 不 可 约 夫 示 ( 确 切 到 同 构 )。 
56 群 D-s 


这 个 群 是 积 D- x 1; 它 可 以 作为 由 Ds 和 经 过 原点 的 反射 
所 生成 的 群 来 实现 。 它 的 元 素 可 以 唯一 地 写成 下 列 四 种 形式 之 


tos Srey tres tsra, 
作为 一 个 拓扑 空间 ， 它 是 四 个 互 不 相交 的 画 的 并 ，Des 的 不 变 济 
度 是 〔178x)dae。 如 同上 面 一 样 , 这 就 意味 着 De 上 通 数 的 平均 


值 【Ka 由 以 下 公式 给 出 : 
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| oa 一 El fra)ae + Hh fsra)de 


十 th fore)de + i Hisre)de. 


我 们 留 给 读者 去 推导 关于 2.6 中 射影 p; 的 表达 式 ， 
如 同 在 Ds 的 情形 一 样 ，Dw 的 不 可 约 表 示 由 Du 的 不 可 约 
表示 成 对 地 产生 : D。 的 每 一 特征 标 X 都 产生 Dw 的 两 个 特征 标 


Xz 和 xX,. 
例如 , D。 的 特征 标 Xs 给 出 : 
es 
Ke) 2cos3e 0 2c053¢ 0 
Xe) ?esge 0 -zoom3e 0 
5.7 交错 群 9 


这 是 有 四 个 元 素 的 集合 {a,6,c，4} 的 一 切 偶 置 换 所 成 的 群 ; 
它 同 构 于 让 中 保持 一 个 重心 在 原点 的 正四 面体 不 变 的 证 转 所 成 
的 群 . 这 个 群 含有 12 个 元 素 : 

单位 元 1; 

三 个 二 阶 元 于 ,x 一 (ab)(ca),y ~ (ac)(bd),z 一 (ad)(8c)， 
它们 相当 于 正四 面体 经 过 丙 对 边 中 点 联 线 的 反射 ， 

八 个 三 阶 元 素 : 〈sac)，(aca)， (apa)， (adb), (acd), 
(ade), (bed)，(5de), 它们 相当 于 绕 联 结 一 个 顶点 和 对 面 重心 的 
联 线 旋转 十 120° 角 的 旋转 . 

我 们 用 (abr) 表 示 德 环 置换 cr5，5?e:， cee， dd 类 似 地 >(o8) (ed) 
表示 置换 am6， bra cmrd， drme， 它 是 对 换 a8) 与 《ed) 的 条 积 ， 

令 1 一 (a5c), KK 一 ,1,7}, 及 一 {1,x,y,#}。 我 们 有 

xi le gy tet ys tx} 
再 者 , 百 和 天 都 是 刀 的 子 群 , 互 是 正规 子 群 , 并 且 HNK = {1}。 
容易 看 出 , % 的 每 一 元 素 可 以 唯一 地 写成 乘积 "名, 这 里 4& 及 、 
KE 天。 
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这 时 也 说 ,名 是 与 正规 子 群 的 半 站 积 ;注意 这 并 不 是 二 积 ， 沟 为 
的 元 素 不 能 与 万 的 元 素 交 澳 ， i 

和 中 有 四 个 共 轿 类 : {1}, {zy ,ztrsty ,te 和 {fr 
zz}, 因而 有 四 个 不 可 约 特征 标 。 有 三 个 一 级 特征 标 , 它们 相当 于 
子 群 六 的 三 个 特征 标 X,，%% 和 如 《参看 5.1》 到 群 % 上 的 开拓 ， 
这 种 开拓 就 是 令 多 (如 一 (和 ,对 于 hE HH,EK， 最 后 一 个 
特征 标 几 可 以 , 例如 ,利用 命题 5 的 推论 2 来 定 出 。 这 就 是 % 在 
至 内 的 自然 表示 (线性 地 开拓 到 C: 内 ) 的 特征 标 。 于 是 我 们 有 以 
下 的 关于 名 的 特征 标 表 : 


ll + 
ml!1 1 1 1 
| 1 1 wr 
w|i 1 wd; bd 
$y[3 -1 0 0 
这 里 
1 
3 
PE 
习 题 


5.4 令 9(1) = 8(x) 一 1，9(y) = 9(z) = 一 1; 这 是 万 的 一 个 一 级 
表示 ， 由 9 所 诱导 的 外 的 表示 (参看 3.3) 是 三 级 的 ; 证 明 它 是 不 可 的 的 并 
且 有 特征 标 网。 


5.8 对称 群 名 区 


这 是 {4，5，c， 9) 的 一 切 置换 所 成 的 群 ; 它 同 构 于 使 一 个 正 
四 面体 不 变 的 一 切 刚 性 运动 所 成 的 群 ， 它 有 24 个 元 素 , 划 分 为 五 
个 共 蜀 类 : 

单位 元 1 

六 个 对 换 : 《a6), 《ac)，(ad), (bc), (84), (ed); 

三 个 在 内 的 二 阶 元 索 : x* = (a5)Ced)，y 一 (ac)(54)， 
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z= (ad)(be); 

八 个 三 阶 元 奈 : (aBc), (acBb), (aB4d), (adB), Cacd), Cadc), 
(bed), (bde); 

六 个 四 济 元 素 : (abed), 《abde), (acbd), (ncds), (adbe), 
(adeB). 

令 呈 ~ fl yy， 对 ， 令 工 是 使 z 不 动 的 时 换 所 成 的 群 ， 如 
同 前 一 段 一 样 ， 可 以 看 出 , 6, 是 工 与 正规 子 群 五 的 半 直 积 。 工 的 
每 一 表示 通过 公式 ph .站 一 p(1),hEH,1EL， 开拓 为 久 的 
一 个 表示 。 这 就 给 出 了 5, 的 三 个 不 可 约 表示 《参看 2.5), 它们 的 
级 是 1, 1 和 和 2， 另 一 方面 , S, 在 C 内 的 自然 表示 是 不 可 约 的 ( 因 
为 它 在 % 上 的 限制 是 不 可 约 的 ); 同样 ， 这 个 表示 与 名 的 非 平凡 
一 级 表示 的 张 葵 积 也 是 不 可 约 的 ， 于 是 就 有 以 下 关于 6, 的 特征 
标 表 : 

1 (C08) CabMead) (aber) {abcd) 

1 1 上 i 1 

1 -tt 1 1 -1 
#4 2 0 2 -1 0 

3 

3 


1 -1 9 -1 
-1 -1 0 1 


注意 ,的 特征 标的 值 都 是 整数 ;这 是 对 称 群 的 表示 的 一 个 遂 
性 (参看 13.1)。 


5.9 立方 体 群 

考虑 居中 的 立方 体 C， 它 的 顶点 是 (x,y,z)， xz 一 土 1， 
?一 土 ]， + 一 土 1. 考虑 下 中 使 立方 体 C 不 变 的 自 同 构 ,也 就 是 
置换 这 八 个 顶点 的 自 同 构 ， 一 切 这 样 的 自 同 构 作 成 一 个 群 G， 这 
个 群 可 以 用 多 种 方式 来 描述 : 

(1) 群 G6 包含 {x,y, x] 的 置换 群 8, 和 由 变换 

x9 ys 2) > (+r, +y, +2) 

所 组 成 的 八 阶 群 M。 容易 验证 , G 是 8 与 正规 子 群 M 的 半 直 积 ， 
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它 的 阶 是 6 X 8 = 48. 
(2) 仿 :表示 经 过 原点 的 反射 
(4, 7, 2) Fr Cx, ys 2). 

令 了 是 顶点 为 (1, 1, 1), (1, 一 1, 一 1), (一 1,1, 一 1), (一 1， 
一 1, 1) 的 徊 面体 ， 又 T 一 好 .5C 的 每 一 顶点 都 是 工 或 并 的 一 
个 顶点 . 令 SCT) 是 尽 中 保持 工 不 变 的 自 同 构 所 成 的 群 ， 对 于 
56S(T)， 我 人 有 地 ' 二 siT 一 wT 一天， 这 表明 < 使 < 的 顶点 
的 集 稳定 ,从 而 属 于 6G。 于 是 S(T)CG, 并 且 立 即 看 出 C 是 
S(T) 与 群 1 一 {1, 4} 的 直 积 。 因 为 SCT) 一 6,,， 所 以 G 的 不 
可 约 特征 标 可 以 从 5, 的 不 可 约 特征 标 成 对 地 得 到 ， 就 象 从 D; 的 
不 可 约 特征 妹 得 出 Ps 的 不 可 约 特征 标 一 样 。 于 是 有 四 个 一 级 
的 , 两 个 二 级 的 , 和 四 个 三 级 的 不 可 约 特征 标 ; 细 节 的 描述 留 给 读 
者 . - 


习 是 


5.4 由 分 解 G 一 与 .x! 和 全 ,一 名 ,上 《条 看 5.$8) 重新 得 出 半 相 职 
分 解 G 一 名 M。 

5.5 令 Gi 旦 群 GE 中 行列 式 等 于 ! 的 元 素 《 立 方 体 的 旋转 ] 所 成 的 子 
群 .证 肯 , 如 果 G 被 分 解 为 SIT) xi 则 射影 G 一 SC7) 定义 一 个 G+ 到 式 T) 一 
避 上 的 加 
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New York, 1953. 
对 于 特征 标 理论 的 历史 可 以 参看 文献 : 
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第 二 部 分 “在 特征 零 情 形 的 表示 


除非 特别 声明 ,我 们 益 假 定 一 切 群 都 是 有 限 的 ,一 切 向 量 空间 
都 是 有 限 维 的 ， 而 一 切 模 都 是 有 限 生成 的 .。 
在 第 六 章 到 第 十 一 章 旦 (6.1 除外 ), 基 域 都 是 复数 域 C。 


第 六 章 群 代 数 


6.1 表示 和 模 


令 G 是 一 个 具有 有 限 阶 8 的 群 ， 而 K 是 一 个 交换 环 ， 我 们 用 
K[LG] 表示 KX 上 G 的 代数 ;这 个 代数 有 一 个 基 ， 以 G 的 元 素 为 指 
标 ， 在 多 数 情形 我 们 就 将 这 个 基 与 G 等 同 起 来 ， 于 是 [G1] 的 每 
一 元 素 1 可 以 唯一 地 写成 以 下 形式 : - 

f= Bas, aréK, 
而 KLG] 内 的 敢 法 就 是 G 的 乘法 的 开拓 . 

令 了 是 一 个 天 - 模 ,， 令 p:G 一 GLCV) 是 G 在 7 内 一 个 线性 
表示 . 对 于 sEG 和 xEV, 令 sx ~ px; 对 于 1€ KLG] 和 x€YV， 
依照 线性 定义 fz。 这 样 一 来 ,了 就 容 有 一 个 左 K[ G]- 模 结构 ， 反 
之 ,这样 -一 个 结构 也 定义 G 在 V 内 的 一 个 线性 表示 。 以 下 我 们 将 
不 加 区 别 地 使 用 “线性 表示 ”和 " 模 ” 这 两 个 术语 ， 

命题 9 如果 K 是 一 个 特征 为 地 的 款 ， 那 么 代数 KLG] 是 于 
单 的 . 

(关于 半音 代数 的 基本 事实 ,可 以 看 , 例如 ，Bourbaki [8] 或 
Lang [10].) 

说 KLG】 是 一 个 半 单 代数 相当 于 说 每 一 个 KLG]- 模 V 都 是 
半音 的 ， 即 下 的 每 一 子 模 了 作为 一 个 天 [G]- 模 都 是 了 的 一 个 直 
因子 。 这 可 以 象 1.3 里 那样 , 用 取 平 均 的 办 法 来 证 明 : 我 们 首先 选 
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取 子 在 六 上 的 一 个 天 -线性 射影 p， 然后 用 @G 的 元 素来 变换 p, 再 
取 平 均 
六 一 二 Dp 


这 样 得 到 的 射影 Pp 是 [GJ]- 线 性 的 ,由 此 推出 , 作为 一 个 KLGT- 
模 ,VV' 是 V 的 一 个 走 因子 . 口 
推论 代数 K[G] 是 K 上 一 个 有 限 次 扩 体 上 答 阵 代数 的 积 ?。 


这 是 半 单 代数 结构 定理 的 一 个 直接 推论 ( 见 上 述 引 文 )。 
习 题 

6.1 令 K 是 一 个 特征 p> 8 的 域 。 证 明 下 列 两 个 性 质 是 等 价 的 : 

(0) KiG] 是 半 单 的 。 

(ii) 不 能 整除 6 的 阶 #。 

fGiD=(i) 的 证 明 同上 。 为 了 证 明 (i)*(i)， 证明, 如 泉 P 整除 5， 那 
么 KK[6] 中 由 元 案 守 4， 守 0; 一 0。 所 成 的 理想 就 不 是 LC] 的 (作为 一 个 
模 ) 的 直 因子 .] 


6.2 CLG] 的 分 解 


以 下 我 们 取 天 ~ C( 其 实 任意 特征 零 的 代数 闭 城 都 可 以 ), 因 
而 C 上 每 一 有 限 次 扩 体 都 等 于 C, 于 是 命题 9 的 推论 表明 , CLG1 
是 全 阵 代数 HH,(C) 的 积 ， 确 切 地 说 , 令 pi:6 一 GLOYD，1 所 
i 所 4 是 G 的 一 切 互 不 相同 的 不 可 约 表示 (确切 到 同 构 ), 令 zi 一 
dim. Wi。 那么 下 ,的 自 同 态 环 EndCWi) 与 觅 ,(C) 同 构 ,映射 
pi:G 一 GEL(CY,) 线性 地 开拓 为 一 个 代数 同 态 5:CIG] 一 
End(W;)， 这 一 组 《PD 定义 一 个 同 态 ， 

PCLC1 一 在 End(W)) & mo). 
it 


这 是 半 单 代数 的 一 Pe 在 这 一 人 可 以 证明 如 下 : 首 


1 代 娄 的 积 即 直 和 ， 在 这 本 节 里 有 时 用 “ 积 ", 有 时 用 * 直 和 "”. 一 一 译 者 注 


0 
1 


先 , 5 是 满 身 。 否 出 将 存在 ITLM,， (C) 上 一 个 非 零 线性 型 , 它 在 8 
的 象 上 取信 为 0; 这 将 给 出 关于 表示 w 的 系数 的 一 个 非 平凡 关系 ; 
然而 由 2.2 的 正 交 关 系 ,这 是 不 可 能 的 ， 另 一 方面 ,由 2.4，CLG] 
和 ITM,(C) 的 维 数 都 是 8 一 区 z3; 因为 5 是 满 射 ,所 以 这 个 汪 身 
是 双 射 ， 口 

我 们 可 以 具体 地 给 出 同 构 5 的 道 映射 

命题 11 。 (Fourier 反 党 公式 ) 令 《mw)verer 是 了 HEnd(W) 的 
一 个 元 素 , 而 “一 Ze 是 CLG1 中 合 得 B42) 一 1 Si 


fe6 


kh 
xD ~ 二 忆 mkel re) 

给 出 ,这 里 ni 一 dim( 隐 站. 

由 于 线性 ， 我 们 只 需 对 于 * 等 于 G 中 一 个 元 素 :时 来 验证 这 
个 公式 即 可 ， 这 时 

«(= 8 而 Tri(pi(e De) = XL), 

这 里 入 是 G 的 对 应 于 Wi 的 不 可 约 畦 征 标 。 这 样 一 来 只 剩 下 证 
明 


和 
Br 一 Cr) 


了 下 
然而 这 是 2.4， 命 题 5 的 推论 1 和 2 的 直接 结果 . 口 ” 
习 是 


6.2 (Ptaacherel 公式 ), 令 “= Zr 和 + 一 (9 是 LL6] 的 两 
个 元 案 。 规定 


= Me Or 人， 
上 6G 
证 明 公 式 
下 
《人 = > rlrw, Pilur)), 
[归结 到 #s 属于 G 的 情形 .] 


oS 


4.3 令 UV 是 C[G] 的 乘法 群 中 一 个 包 全 G 的 有 限 子 群 ， 令 # 一 x 人); 
和 * 一 互 x (4 是 书 的 两 个 元 素 且 “人 一 1; 又 令 二 种 分 别 是 * 和 
太 Y 在 所 之 下 位 于 End(Wi) 内 的 象 ， 

(4) 证明， pi(s')w, 过 5i(: tw) 的 特征 值 是 单位 根 。 调 此 推出 , 对 于 
一 切 * € G 和 一 切 i 都 有 

Trw(pi(s wi) e Trew, (Wi p(s)) = rw,(pi(s)us )» 

从 而 ,应 用 命题 11, 得 x 人 )* 二 (51)。 

《b) 证 明 Bi 一 1 【应 用 (a).] 


(<) 设 吕 包含 在 ZG1 内 ,从 而 w+) 是 整数 ， 证 明 , a《s) 中 除了 一 个 等 
于 二 ! 外 ,其 会 的 都 等 于 零 ， 由 此 得 出 ,包含 在 让 形 如 土 /, +€ 6G, 的 元 素 所 
成 的 群 士 C 内 。 

(d) 假设 6 是 Absl 群 证 明 ，Z[G1 的 村 法 群 中 每 一 个 有 限 价 的 元 素 
都 包含 在 土 6 内 。(Higman 定理 ,) 


6.3 CiG] 的 中 心 


这 是 CLG] 中 与 CLG] 的 一 切 元 素 可 交换 的 元 素 ( 即 与 G 的 一 
切 元 素 可 交换 的 元 素 ) 所 成 的 集 ; 记 作 CentC[LG]. 
对 于 G 的 一 个 共 辐 类 c， 令 <: 一 本 s。 立 即 看 出 ,一 切 <, 作 


成 CLG1 的 中 心 的 一 个 基 ; 因而 CLG] 的 中 心 的 维 数 是 ,这 里 加 
是 G 的 共 斩 类 的 个 数 , 参 看 2.5. 令 

pi2G 一 GEL 了) 
是 G 的 一 个 不 可 约 表 示 , 其 特征 标 为 Xi 而 级 为 六 ,又 令 启 :CIEC] 一 
End(Ws: ) 大 相应 由 代 下 态 (参看 6 2). 


有 | 
oilCentC[LG ] 一 CC. 
如 果 x 一 Zw(D)* 是 CentCLG] 的 一 个 元 素 ， 那么 


wi(#) 一 一 LT (8(#) 一 鞋 立 usOX Cs), 


这 实际 上 就 是 2.5 中 命题 6 的 复述 而 已 。 


“520 


命题 13 这 一 组 (o,)c<y 定义 CentCIG] 到 代数 C 一 Cx 

“Xx C 上 的 一 个 

如 果 将 CLGJ 与 Bod(W， ) 的 积 等 同 起 来 ,那么 CEG] 的 中 心 

就 成 为 End( W,) 中 心 的 积 ， 然 而 End( 妇 ,) 的 中 心 由 一 切 位 似 所 

组 成 ， 于 是 就 得 到 Cent CLG] 到 C x … XC 上 的 一 个 同 构 ， 
这 就 是 命题 13 所 说 的 那个 同 构 ， 口 


习 是 
6.4 令 
PD Ds 


Cr 
证 明 , 一 切 p,，1<igh， 作 达 CeotCTG] 的 一 个 基 : 并 且 外 = Pi; pipi 一 0， 
车 ij; 而 p+ … + p 一 1。 于 是 又 得 到 2.6, 定 理 8 的 另 一 证 明 、 证 明 
ip1) = iy, 

6.5 证 明 、CentC16] 到 C 内 的 每 一 个 间 态 都 等 于 某 一 i。 


64 ” 整 元 的 基本 性 质 

令 R 是 一 个 交换 环 ， 设 x & R. 我 们 说 ,x 在 Z 上 是 整 的 ， 如 
时 存在 一 个 整数 之 1 和 Z 的 元 素 m，…， en， 使 得 
(*) 十 avr 十 十 an 一 0 

一 个 复数 如 果 在 Z 上 是 整 的 ， 就 叫做 一 个 代数 整数 ， 每 一 个 
单位 根 都 是 代数 整数 ， 如 果 re Q@ 是 一 个 代数 整数 ,那么 ze Z; 因 
为 否则 我 们 可 以 把 * 写成 p/9 的 形式 , p,，9€ Z，4g 字 2 且 p，4 互 
素 。 于 是 由 方程 ( * ) 得 

久 十 04p 十 十 oag 一 0 
从 而 p" 二 0(mod9)， 这 与 p， 4 互 素 的 事实 矛盾 . 
命题 14 令 * 是 交换 环 R 的 坟 个 元 素 ， 下 列 性 质 是 等 价 的 : 

GD) “在 上 是 间 的 . 

GD R 中 由 * 记 全 记 的 子 环 2] 作 为 二 个 刀 素 是 有 限 生 记 
的 . 


(6 存在 R 的 一 个 有 限 生 记 岁 手 忆 - 术 , 它 包 含 Z1z]， 

因为 也 是 Noether 环 ,; 有 限 生成 的 QZ- 模 的 子 寞 仍 是 有 限 生成 
的 ,于 是 就 得 出 〈ii) 与 (证 ) 的 等 价 性 。 另 一 方面 ， 如 果 * 满足 一 
个 方程 

02Z， 

那么 由 1，x，"…,*"! 所 生成 的 R 的 子 Z- 模 在 乘 以 x 的 作用 下 
是 稳定 的 ,因而 等 于 2[x]， 这 就 证 明了 (iD 之 ( 溢 . 反之, 设 (i) 
成 立 ， 令 R, 表示 只 中 由 1,x，"…, x”! 所 生成 的 子 Z- 模 、， 这 样 
的 尺 ,组 成 一 个 升 链 ,它们 的 并 就 是 ZLx]， 因 为 ZLx] 是 有 限 生成 
的 ， 所 以 对 于 足够 大 的 4, 必 有 RR,。 一 ZLr]. 这 就 表明 x*" 是 1， 
x，""… sx”! 的 整 系数 线性 组 合 ,从 而 《i7 成 立 。 

推 从 1 如 果 有 是 一 个 有 限 生成 Z- 樟 ,那么 R 的 第 元素 部 在 
2 上 是 整风 

这 由 蕴含 关系 (ii) 之 GD) 得 出 . 口 


令 x，y6 R 如 果 x，y 在 ZZ 上 是 整 的 ， 部 么 环 Ztz ] 和 ZIy] 
都 是 有 限 生成 Z- 模 。 因 此 ,它们 的 张 最 积 ZIx]@Z{7 1? 是 一 个 有 
限 生成 Z- 模 ,从 而 它 在 内 的 象 Z[z， 乡 也 是 上 有 限 生成 的 
于 是 ZIr，?] 的 一 舅 元素 都 在 忆 上 是 整 的 . 口 

注 记 ”在 上 画 的 定义 和 结果 里 ， 可 以 将 Z 换 成 任意 一 个 交换 Nosther 
环 ;关于 〈i)ee(i) 甚至 者 不 况 要 假设 这 个 环 尾 Noster 环 。 


6.5 ”特征 标的 整 性 质 , 应 用 


各 G670) 是 -个人 天生 
事实 上 ,XCs) 是 p(s) 的 迹 ， 因 而 等 于 pks) 的 特征 值 的 和 , 而 
pls) 的 特征 值 都 是 单位 根 。 口 


(这 个 命题 有 意义 ， 因为 GeaCLG] 是 一 个 交换 环 . ) 


oS. 


令 oi(1 <<i 区 从 是 6 的 共 罚 类 。 并 且 令 cj 一 下: (参看 
6.3). 对 于 nte cn 我 们 可 以 将 * 写成 。 


2 一 立 uls)er 
和 名 
的 形式 .由 命题 14 的 推论 2， 我 们 只 需 证 明 ci 都 在 Z 上 是 整 的 ， 
然而 这 一 点 是 明显 的 , 因为 每 一 莱 积 ec; 都 是 这 些 “ck 的 整 系数 线 
性 组 合 。 于 是 Cent CL G1 的 于 加 群 R 一 Ze 图 … 四 Zes 是 一 个 子 
环 ; 它 是 一 个 有 限 生 成 Z- 模 ,因而 它 的 每 一 元 素 都 在 忆 上 是 整 的 
(命题 14， 推 论 1)， 命 题 被 证 明 . 
推论 1 . 令 。 是 6 的 二 个 级 不 可 约 表示 ,特征 标 为 xX, 如 果 


事实 上 ,这 个 数 是 在 与 p 相伴 的 同 态 (命题 14, 推论 1) 
oliCentCLC] >C 
之 下 ,元 素 # 的 象 ， 因 为 x 在 多 上 之 整 的 ,所 以 它 在 上 之 下 的 象 也 
是 整 的 。 
推论 2 的 不 可 约 素 示 的 级 整除 的 阶 。 
令 8 是 G 的 阶 ， 我 们 对 元 素 # 一 > x《 司 ')s 应 用 推论 1 ,这 


fee 
是 允许 的 ,因为 * 是 一 个 类 亚 数 而 Xs) 都 是 代数 整数 《命题 15); 
我 们 得 到 


1 Fx) 一 (xX) = 二 


是 一 个 代数 整数 。 因为 这 个 数 是 有 理 数 ， 所 以 属于 Z, 即 * 整除 
| 

推论 2 还 可 以 再 加 强 一 些 (参看 8.1, 命题 ?4 的 推论 )， 下 面 
是 这 方面 的 第 一 个 结果 : 


令 g 是 G 的 阶 而 是 C 的 阶 . 人 c 一 GrtY) 是 c 的 -个 
”级 不 可 约 表示 .如 果 s EC， 则 p(s) 与 一 切 p(D，z6 G， 可 交 
摊 ; 于 是 由 Schur 引 理 ，p(s) 是 一 个 位 似 ,将 它 记 作 Xsy。 瞎 射 
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5 上 26) 是 C 到 内 的 一 个 同 态 。 令 m 屁 一 个 非 负 整数 ， 作 表 
示 ? 的 mw 重 张 量 积 
pr: Cr 一 GL(W @. BW). 
这 是 群 G" 一 Gx，… x G 的 一 个 不 可 约 表示 (参看 3.2, 定理 10)， 
C" 的 一 个 元 素 (a， oa) 在 p” 之 下 的 象 是 一 个 位 似 ,其 系数 为 
Mai)。C" 中 由 满足 条 件 4.…sw 一 1 的 元 素 (54,-… sn) 所 
成 的 子 群 遇 平凡 地 作用 在 W 名 …@W 上 .因此 ,过 渡 到 商 群 上 ,我 
们 得 到 G”"/H 的 一 个 不 可 约 表示 . 由 命题 16 的 推论 2 得 出 ,这 个 表 
示 的 级 a” 整除 G"/H 的 阶 g"/c"!. 于 是 对 一 切 ms 我 们 有 (8g/cn)" 
E ce; 由 此 推出 g/ cw 是 一 个 整数 (例如 , 参看 命题 14), 口 
《这 个 和 证明 是 由 J. Tate 给 出 的 . 》 


习 题 


6.6 证 明 , 环 符 : 人 B… 终 Zi 是 总 6] 的 中 心 。 

6.7 令 2 尾 6 的 一 个 ”级 不 可 约 表 示 。 特征 标 是 *。 如果: 6 证明 
1X(Dis wy 并 且 当 且 仅 当 p(s) 是 一 个 位 似 时 等 号 才 成 立 [注意 els) 是 = 个 
单位 报 的 和 ]， 由 此 推出 ,p(s) 一 19X(s) = 二 

6.8 令 多 ,加 是 单位 根 ， 而 a。 = 《1/4) 忆 为。 证 明 , 若 4 是 一 个 代 
数 整 数 ， 那 么 或 者 “一 0。 或 者 入 一 … 一 加 = 4。[ 令 4 是 s 在 QQ 上 的 共 
示 数 的 乘积 ;证 明 |4|<<1.] 

6.9 令 P 是 6 的 一 个 * 级 不 可 约 表 示 ， 特 征 标 是 和 % 设 1€ 0 令 c(s) 
表示 “ 的 共 轰 类 中 元 索 的 个 数 ， 证 明 ,(<(?7/=)X(9) 是 一 个 代数 整数 【应 用 
命题 16 的 推论 1 , 取 * 为 :的 共 固 元 素 的 和 ]. 证 明 ， 如果 “(*) 与 = 互 素 
且 人 #0，。 则 p(s) 是 一 个 位 似 [ 注 意 (17=)X(:》 尾 一 个 代数 整数 ， 并 且 应 
用 习题 6.8]. - 

6.10 令 :EG 且 : 下 1。 设 含 * 的 共 斩 类 的 元 素 个 数 <(*) 尾 一 个 素 
数 ? 的 需 ， 证 明 ， 存 在 一 个 不 可 约 特 征 标 Y。 它 不 等 于 单位 特征 宗 ， 使 得 
X(9z0 且 人 1) 关 0(modp) [利用 公式 工 十 EA) 《参看 命题 5 
的 推论 3) 来 证 明 ,如果 不 存在 这 神 一 个 特征 标 加 区 1 将 是 一 个 代数 驴 玫 .3 
令 ? 尾 以 X 为 特征 标的 一 个 表示 .证 明 2(*) 是 一 个 位 似 [利用 习题 5.9] 
宙 此 推 币 如果 是 P 的 核 , 那么 N 关 5, 且 “在 G/N 内 的 象 属于 GAN 的 中 
心 - 


56。 


” 第 七 章 诱导 表示 . Mackey 判定 


7.1 导 引 


令 刀 是 群 G 的 一 个 子 群 ，R 是 马 的 一 个 左 陪 集 代表 系 ， 令 了 
是 一 个 C[G]- 模 ,而 友 是 了 的 一 个 子 CIH]- 模 . 回忆 一 下 (参看 
3.3), 模 (或 表示 了 说 是 由 玫 所 诱导 的 ,如 果 了 一 四 :es ， 即 
是 象 :WV ,s€ R, 的 直 和 (一 个 不 依赖 于 R 的 选取 的 条 件 )。 这 个 
性 质 还 可 以 如 下 地 表述 : 

令 W’ ~ ClGI@cmnp 
是 由 Ww 通 过 从 CLH] 到 CLG] 的 纯 量 扩张 而 得 到 的 CLG]- 模 内 
射 凡 一 允 线 性 地 开拓 为 一 个 CLG1- 同 态 i:W' 一 了 . 

命题 18 是 由 隐 所 诱导 的 充分 且 必 要 条 件 是 同 态 


iClLGl@emnW >V 


这 是 以 下 事实 的 一 个 直 按 推 沦 ，CLG] 乔 成 一 个 右 CRI 神 ， 
尺 的 元 素 作成 它 的 一 个 基 。 

注 记 

(1) 对 于 了 1 所 诱导 的 表示 这 样 来 刻画 就 使 得 话 导 表示 的 存 
在 体 和 唯一 性 部 成 为 显然 的 . 

以 下 我 们 将 W 所 诱导 的 G 的 表示 记 作 Ind8(W)， 或 者 在 不 到 
发 生 混淆 的 情况 下 ,就 简单 地 记 作 IndCW). 

《2) 如 果 了 是 由 史记 诱导 的 而 了 是 一 个 C1G1- 措 ,我 们 有 一 
个 典范 同 构 

HomS(W ,E) e Hom°(Y,E), 

这 里 Hom%V,E) 表示 V 到 内 的 CLGI- 同 态 所 成 的 向 量 空间 ， 
HomH(W , 忆 ) 也 类 似 地 定义 ， 这 一 事实 是 由 张 量 积 的 一 个 初等 福 
质 推出 的 (也 可 以 参看 3.3, 引进 1). 
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(3》 表示 的 诱导 是 传递 的 : 如 果 G 是 一 个 铬 尺 的 子 铬 ,我 们 
有 有 
Ind§ (Ind&(W )) Ind¥(W ). 
这 一 点 可 以 直接 地 或 利用 张 量 积 的 结合 性 得 出 。 


而 如 是 在 的 间 定 化 于 (名品 信和 坟 一 的 元 来 所 训 
的 集 )， 那 么 WW 在 子 祖 之 下 稳定 ,并且 CLG1- 标 Vv 由 CLHI- 入 
允 所 译 导 ， 

这 是 显然 的 . 

注 记 要 将 命题 19 应 用 到 C 的 一 个 不 可 约 表示 “了 一 四 卫 
上 ,只 需 验 证 6 置换 这 些 Wi; 可 渤 性 条 件 是 自然 成 立 的 ,因为 G 在 
这 些 所 ; 所 组 成 的 集 内 的 轨道 确定 了 的 一 个 子 表示 ， 

例 当 六 ;的 维 数 都 是 1 时 ,表示 叫做 单项 的 . 


7.2 ”诱导 表示 的 特征 标 。 互 反 公 式 
我 们 保留 前 面 的 记 法 . 设 1 是 二 上 一 个 类 函数 . 考虑 由 以 下 
公式 所 定义 的 G 上 的 函数 站: 
fs ) 一 十 了 fs), 这 里 和 ~ Card (HH)。 


ee 
sren 


我 们 说 ,了 是 由 了 所 诱导 的 ,并 且 记 作 Inag( 访 或 ind 办)。 

命题 20 

GD) 函数 md(f) 是 C 上 -- 个 类 函数 。 

(Gi) 如 时/ 是 如 的 大 示 双 的 特征 标 ,那么 add) 是 G 的 请 导 
表示 Iad(P) 的 特征 标 

论断 (i) 已 经 被 证 明 (3.3, 定理 12)， 论 断 (i) 可 以 通过 直接 
计算 而 得 出 ,也 可 以 由 (ii) 以 及 每 一 个 类 函数 部 是 特征 标的 线性 
组 合 这 一 事实 而 得 到 . 口 

在 2.2 里 ,对 于 G 上 两 个 类 函数 m% 和 gp,, 我 们 曾经 令 
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《pi 92》 一 于 pkg(s)， 这 里 g 一 Card(G). 


当 我 们 希望 更 明确 池 显 示 出 它 与 G 的 关系 时 ,就 写 《p1， Pao 来 代 
替 《qi, q2). 

如 果 和 VV 是 两 个 CLG]- 模 , 令 

Vs, VaYe 一 dimHom( Vs, Vs), 
引 再 2 各 虹 四 和 号 分 到 旺 玫 和 六 的 和 全 ,到 
Cpr qa)e 一 《Pi VaDe. 

将 和 TV 分解 成 直 和 ,我 们 总 可 以 假定 它们 是 不 可 约 的 ,在 
这 一 情形 , 引 理 即 由 特征 标的 正 交 公 式 得 出 (2.3, 定理 3). 口 

妇 果 9 是 G 上 一 个 函数 ,我 们 用 Resy 表示 平 在 子 群 呈 上 的 限 
制 ;相应 地 ,如 果 了 是 G 的 一 个 表示 ,就 用 ResF 表示 它 在 如 上 的 限 
制 . 


定理 13 (Probenius 互 原 恬 ) 设 由 是 如 上 一 个 大 了 数 而 9 是 
6 十 一 个 基数 .我 们 有 
《由 :Resg) ™ (Indb ,pe. 
因为 每 一 个 类 函数 都 是 特征 标的 线性 组 合 ， 我 们 总 可 以 假定 
由 是 一 个 _CLE]- 模 不 的 特征 标 ， 而 9 是 一 个 C[G]- 模 王 的 特征 
标 。 由 引 理 2, 只 需 证 明 
(*) {W ,ResEdn = (ladW ,EYe, 
即 
dimHom"(W , ResE) = dimHom°(IndW , E). 
这 个 等 式 由 7.1 中 注 记 (2) 得 出 (或 者 由 3.3, 引 理 1 得 出 ,这 个 引 
理 和 这 个 等 式 实际 上 是 一 回 事 )。 自然, 也 可 以 通过 直接 计算 来 证 
明定 理 13. 口 
注 记 
(1) 定理 13 表明， 睦 射 Res 和 Ind 是 互相 伴随 的 ， 
《2) 也 可 以 用 2.3 里 所 定义 的 数 积 《c18) 来 代 蔡 双 线 性 型 
《a,8)， 我 们 有 同样 的 公式 : 
{plResp)a ~ CIndg |p)e. 
39 


G3) 要 记 住 以 下 的 有 用 的 公式 ; 
Ind(p * Resp) = (Indy) : 9. 
这 个 公式 可 以 通过 简单 的 计算 来 验证 ,或 者 由 公式 Ind(W)@F < 
Ind(WV@ResE) 得 出 ,参看 3.3, 例 5， 
命题 21 . 令 丈 是 互 的 一 个 不 可 约 表示 而 了 是 G 的 一 个 不 可 
未 .那么 WW 出 理 在 ResE 内 的 重 数 等 于 E 出 现在 Ind 久 内 


将 定理 13 应 用 到 yw 的 特征 标 罗 和 的 特征 标 p 上 ,就 得 出 这 
个 命题 (也 可 以 应 用 公式 * ))。 
习 是 
7.1 《 关 导 天 示 概 念 的 推广 )， 令 “: HG 是 群 的 一 个 同 态 (不 一 定 是 
单 的 ), 又 令 #:C[8]CL6] 是 相 应 的 代数 同 态 . 设 己 是 一 个 [cj- 模 .我 们 
用 RetoE 表 示 让 通过 各 的 作用 也 得 到 的 C[ 太 ]- 模 。 问 果 9 是 的 特征 标 ， 
那么 Re 的 特征 标 是 Res.p 一 yox， 设 凡是 一 个 C[]- 柜 。 我 们 用 dw 
表 C[e]- 烧 CIG]@cenw。 如 果 冯 是 的 特征 标 ， 令 Ind. 表示 14oy 
的 亲征 标 、 
(2) 证 明 互 芭 公式 
Cp ResspYn — KIndof, PYa 
仍然 成 立 ， 
(b) 设 “ 是 注射 并 且 将 6 与 忆 对 于 “的 核 Y 的 次 铬 等 同 起 来 ， 双 中 在 
只 之 下 不 变 的 元 素 所 成 的 子 空间 在 G = A/N 的 作用 下 作成 一个 C[c] - 补 ， 
证 切 , 这 个 楼 与 mdog 同 构 ， 推 守 以 下 公式 : 
(nd = BD $0), 


这 里 2 = Card(N)。 

7.2 令 刀 是 6 的 一 个 子 群 ,x 是 C 关 于 6/9 的 置换 表示 (参看 1.2) 的 
特征 标 . 证 明 x ~ tnd8(1)、 并 且 $ 一 * 一 1 是 6 的 一 个 表示 的 特征 款 ; 
确定 在 什么 条 件 下 后 一 个 表示 是 不 可 约 的 利用 习 昭 2.5。 或 应 用 互 反 公 
式 ]. 

7.3 令 8 是 6 的 一 个 子 玫 .假设 对 于 每 一 ; 持 B 痢 有 HN 一 {7}， 
那么 就 称 疾 是 5 的 一 个 Frobeniu 于 嫩 ， 令 是 6 中 不 与 怠 的 任何 元 本 基因 
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的 元 素 所 成 的 集 . 

(a) 令 f 一 Card(G),h = Card()。 证 明 ,六 的 元 素 个 数 尾 (8A4) 一 工 

(5) 令 f 是 台 上 一 个 类 函数 ， 证 明 , 存 在 唯一 的 G 上 的 类 函数 入 它 是 
+ 的 开拓 并 且 在 对 上 取信 1)。 

《c) 证 明了 一 Iod8f 一 扩 (1)%， 这 里 上 是 G 的 特征 标 Indg(1) 一 1， 参 
看 习题 7.2. 

《9) 证 明 《js fn == Gs fey 

(<) 取 /是 用 的 一 个 不 可 多 特征 标 。 利用 (<) 和 (da) 证 明 < 和 e = 1 
D>0， 并 且 7 是 6 的 不 可 约 特征 标 约 整 系数 线性 组 合 ， 证 明 ,f 是 6 的 一 
个 不 可 约 特征 标 。 如 果 P 是 6 的 对 应 的 表示 ,证 明 ,对 每 一 +E€ N 都 有 ps) 
一 1 [利用 命题 6.7]. 

(6 证明, 石 的 每 一 线性 表示 都 可 以 开拓 为 G 的 一 个 绕 福 表示 , 它 的 核 
ei 证 明 NU{1} 是 6 的 一 个 正规 于 群 , 并 且 6 是 旦 与 NU{1} 的 半 直 

积 (Frobenius 定理 

(8) 反之 , 设 C 尾 妨 与 一 个 正 硕 子 群 4 的 半 直 积 。 证 明 , 吾 是 G 的 一 个 
Frobeaiut 子 群 必要 且 只 要 对 于 每 一 “6 吕 一 {1}， 和 每 一 tE 4 一 {1}， 者 
有 ss- 关 #( 即 如 名 由 地 作用 在 4 一 {1} 上 )， 《如 果 韭 天 {1}， 根 据 
Thompsen 的 一 个 定理 ,由 这 个 星 质 可 以 得 出 4 是 每 等 的 ,》 


7.3 在 子 群 上 的 限制 


设 日 和 K 是 CG 的 两 个 子 群 . 令 p: 了 一 GE( 色 ) 是 妃 的 一 个 线 
性 表示 ,而 了 一 Ind( 久 ) 是 G 的 相应 的 诱导 表示 ， 我 们 来 确定 了 
在 K 上 的 限制 Resx 及 

首先 选 定 G 关 于 《EXK) 的 一 个 双 障 集 代表 系 5; 这 就 是 说 ， 
G 是 互 不 相交 的 子 集 Kir 囊 的 并 ,ye 5《 我 们 也 可 以 写 ;€ KNG/B) 
对 于 463, 令 本 二 sHs-! 人 |K， 它 是 KK 的 一 个 子 群 ， 如 果 对 
xEH,, 令 


Pro — pls rs), 
我 们 就 得 到 一 个 同 态 p'; 一 GL(W)， 因 而 就 得 到 FH, 的 一 个 
线性 表示 ， 记 作 你 ,。 因 为 已 是 的 一 个 子 格 ,所 以 诱导 表示 
Ind《W。) 有 意义 。 


file 


命题 22 表示 ResxInd8(W) 与 素 示 nd (1r,) 的 志和 同 构 ， 
这 里 ses < K\GJH. “ 

我 们 知道 , 了 是 象 * 球 的 直 和 ,>e GJ/H, 令 s€5, 又 令 V(s) 
是 由 象 * 厂 ，xe KB， 所 生成 的 了 的 子 空 间 ; 空间 了 是 予 空间 
V(s) 的 直 和 ， 并 且 F(9) 显然 在 久之 下 稳定 。 剩 下 来 只 需 证 明 
T(9D) 与 In 时 ( 印 ,) 是 KK- 同 构 的 .然而 K 中 使 得 x(s 印 ) 一 : 殉 的 元 
素 z 所 成 子 群 显然 等 于 也 ,而 VCs) 是 象 x(* 现 ) 的 直 和 ,re 天/ 
所 以 VC) 一 md 和 (及 )。 因此 只 需 验证 sW 与 WW, 是 五- 同 构 
的 ,这 一 点 是 明显 的 ， 这 个 同 构 由 ;:W, :Ww 给 出 . 口 

注 记 因为 V(s) 只 依赖 于 * 在 K\G/H 内 的 象 , 所 以 表示 
Jnd 中 (到 《确切 到 同 构 ) 只 依赖 于 = 所 在 的 双 陪 集 . 


7.4 Mackey 的 不 可 约 性 判定 


我 们 将 上 盏 的 结果 应 用 到 及 一 互 的 情形 ， 对 于 :< G, 令 本 仍 
旧 表 示 刀 的 子 群 ?9 有 BE; 已 的 表示 2 限制 到 玉 上 定义 一 个 表 
示 Res(p)。 不 要 把 这 个 表示 与 7.3 所 定义 的 表示 p' 混淆。 

命题 23 诱导 表示 了 ~ Ind$(W》 是 不 可 约 的 必要 县 只 票 下 
列 两 个 条 件 咸 立 : 

(a) 多 不 可 约 ， 

(b) 对 于 各 6 6 一 ,可 的 两 个 表示 与 Rew(p) 是 天 
缘 的 
( 群 太 的 两 个 表示 V 和 到 阅 是 无 缘 的 ,如 果 它们 没有 公共 的 
不 可 约 成 分 ,也 就 是 说 ,如 果 《V, Vk 一 0.) 

7 不 可 约 必 要 且 只 要 《7 ,VYs 一 1， 然 而 根据 Frobenius 的 互 
反 性 ,我 们 有 : 

CV ,Ve — (W ,ResnV Dn, 
但 是 由 7.3, 我 们 有 : 
Re = OD dp). 


se 
再 一 次 应 用 Frobenius 互 反 公式 ,得 
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(VV)e— 了 dmd CRes(p), pn. 


EMGH 
对 于 :一 1, 我 们 有 4 ~ 《p; p》 之 1， 这样 一 来 , 《VV)o 一 1 
必要 且 只 要 dd 一 1, 而 且 敬 :天 1, 则 4d, 一 0; 这 正 是 条 件 《3) 
和 《D， 口 
a 设 玉 是 G 的 正规 子 群 . ee) 下 了 的 必要 县 呈 “ 


we 汉 时 HH 日 而 Ro) 
习 是 
7.4 令 是 一 个 有 限 域 ， 6 一 SL.(A)， 而 5 是 6 中 由 一 切 拭 降 
(2 )，。 一 0， 所 成 的 于 群 ， 令 是 代 到 C* 内 的 一 个 同 态 , 而 "是 如 下 
定义 的 的 一 级 特征 标 : 
x 人 = 
证 明 ,着 #1， 那么 由 如 所 诱导 的 G 的 表示 是 不 可 约 的 。 
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第 八 章 诱导 表示 的 例子 


8.1 正规 子 群 .对 于 不 可 约 表 示 的 级 的 应 用 


命题 24 令 4 是 税 G 的 一 个 正规 于 群 ,而 p:G 一 GL(V) 是 
6 的 二 人 不 可 的 


9 eer 
和 .) 

令 了 一 四 凡是 表示 o (在 4 上 的 限制 ) 的 典型 分 解 ， 它 是 一 
些 同型 的 表示 的 直 和 (参看 2.6)， 对 于 se G， 通 过 “结构 的 转移 " 
Ctransport de structure)。 我 们 看 到 ，p(s) 置换 这 些 VP， 因 为 V 不 
可 约 , 它 可 迁 地 置换 这 些 Vi。 令 7 是 其 中 之 一 ; 如 果 Vi 等 于 V， 
那么 就 得 到 情形 (b)， 和 否则, 令 右 是 6 中 满足 p(2)Fnu 一 Ps 的 元 
来 :所 成 的 于 群 ， 我 们 有 4C 豆 , 吾 夫 6， 并 且 P 是 出 杞 在 ,内 
的 自然 表示 "所 诱导 的 。 这 就 是 清 形 (3). 

注 记 如 果 4 是 交换 的 ,那么 (b) 相当 于 说 ,对 于 每 一 ne 4， 
p(s) 是 一 个 位 似 , 

推论 “如果 4 是 G 的 一 个 Abel 正规 于 群 ,那么 G 的 每 一 不 可 
约 过 未 "的 级 区 除 4 在 内 区 指数 《C:47 

对 G 的 阶 用 归纳 法 来 证 表 ， 在 上 面 命题 的 情形 (a) 里 ,归纳 
法 候 设 表明 ,0 的 级 整除 (B:4); 把 这 个 关系 乘 以 《G:B)， 那 么 
。 的 级 就 整除 (G: 4)， 在 情形 (5), 令 G' = p(G), 4 一 p(4); 
因为 典范 映射 G/4 一 G'/4' 是 满 的 ,所 以 《G': 4') 整除 (G: 4)。 


1) 对 于 stCsV = 转 pLs)V, 是 卖 天 如 在 :4 于 的 限制 的 典型 分解 ;但 45 一 
4 所 以 号 PC 有 二 由 记 ， 区 p(s) 量 痪 这些 Vi, 一 一 译 者 注 
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上 面 的 注 记 告诉 我 们 , 这 时 4' 的 元 素 都 是 位 似 ,从 而 都 包含 在 G" 
的 中 心 内 ， 由 6.5, 命题 17 得 出 ,* 的 级 整除 《9' :4 )， 从 而 整除 
(6:4). 口 

注 记 如 果 4 是 G 的 一 个 Abe! 子 群 (不 一 定 正规 )， 那 么 一 
艇 来 说 , # 的 级 不 一 定 能 整除 〔G:4)， 然 而 我 们 总 有 deg(p) 所 
(6G: 4), 参看 3.1, 定理 9 的 推论 . 


8.2 与 一 个 Abel 烙 的 半 直 积 


令 4 和 五 是 洛 G 的 两 个 子 群 ， 并且 4 是 正规 子 群 . 作 汤 下 的 
候 设 : 

GD 4 是 Abel 的 . 

Gi) 6 是 瑟 与 4 的 学 刘 积 。 

[Ci) 意味 着 G 一 4 .日 且 4NH 一 {1}， 或 者 换 句 话说 ， 
G 的 每 一 元 素 可 以 唯一 地 写作 乘积 a4 的 形式 ,a € 4 而 heH.] 

我 们 证 明 , G 的 不 可 约 表示 可 以 由 五 的 某 些 子 群 的 不 可 约 表 
未 构造 出 来 (这 就 是 Wigner 和 Mackey 的 “小 群 " 方 法 ). 

因为 4 是 Abel 的 ,所 以 它 的 不 可 约 特征 标 都 是 一 级 的 , 并 且 
作成 一 个 群 一 Hom (4，C*)。 群 G 如 下 地 作用 在 六 上 : 对 于 
$sEG, XER, a€ Ad, 

(sX) (a) ~ Xelas). 

令 (Wi)iexim 是 妃 在 中 的 轨道 的 一 个 代表 系 ， 对 于 每 一 
i X/H， 令 Hi 是 如 中 使 得 5X; 一 ;的 元 素 所 成 的 子 敬 .又 令 
Gi = 4 .Hi 是 G 中 相应 的 子 群 ,对 于 eg 4， hE; 令 

Xi(ah) = Xi a). 

这 样 就 将 函数 Xi 开拓 到 G 上 . 对 于 一 切 he HH;, 都 有 Mi 一 和 
利用 这 一 事实 可 以 看 出 ， 为 是 G; 的 一 个 一 级 特征 标 ， 现 在 令 。 
是 已 的 一 个 不 可 约 表 示 ; 作 p 与 典范 射影 Gi 一 已 的 合成 脆 射 ， 
就 得 到 G; 的 一 个 不 可 约 囊 示 6， 最 后 , 作 与 5 的 张 量 积 ,我们 
得 到 Gi 的 一 个 不 可 约 表 示 N@B5， 令 9;,。 是 6 的 相应 的 诱导 表 
不 。 


os. 


命题 25 


《这 样 , 我 们 得 到 G 的 一 切 不 可 约 表示 ,) 

我 们 利用 Mackey 判定 (7.4, 命题 23) 来 证 明 (2a). 设 :#6 一 
4 Hi。 又 K, 一 GN 站 1sGxs“*。 我 们 要 证 明 ， 如 果 将 Gi 的 表示 
入 区 6 分 别 与 如 下 定义 的 两 个 内 射 KK, 一 Gi3zH>x 和 zh xs 
作 合 成 映射 ， 那 么 就 得 到 天 , 的 两 个 不 同 的 表示 .为 了 证 明 这 一 
点 ， 只 要 验证 这 两 个 表示 在 天 , 的 子 群 4 上 的 限制 是 不 相同 的 即 
可 。 然而 第 一 个 表示 在 4 上 的 限制 是 % 的 一 个 代数， 而 第 二 个 
表示 在 4 上 的 限制 是 sX; 的 一 个 倍数 ; 因为 ;4. Hi:， 我 们 有 
2 关 和 N， 因 此 这 两 个 表示 的 确 是 不 同 的 。 

现在 证 明 (b). 首先 , 9:,, 在 4 上 的 限制 只 含有 属于 Xi 的 轨 
道 HX; 的 那些 特征 标 X， 这 就 证 明了 9,,, 确定 了 i。 其次, 令 WW 是 
96,s 的 表示 空间 ,而 Wi 是 下 中 对 应 于 % 的 子 空间 [ 即 凡 中 满足 以 
下 条 件 的 元 素 * 所 成 的 集合 ， 对 于 一 切 a€ 4， 都 有 Bo(e)x 一 
XiCa)x]， 子 空间 Wi 在 Hi 之 下 稳定 ,并 且 可 以 直接 验证 Hi 在 WW， 
内 的 表示 与 同 构 , 因 此 9;,, 也 确定 了 p. 

最 后 , 令 0:6 一 GL(W) 是 G 的 一 个 不 可 约 表 示 , 令 多 一 
四 xexWr 是 RessW 的 典型 分 解 。 在 这 些 抒 : 中， 至 少 有 一 个 不 
是 零 ; 如 果 sE G， 那么 ols) 将 Wx 变 到 Waw， 群 日; 将 Wwy 睦 人 
自身 ; 令 Wi 是 Wx 的 一 个 不 可 约 子 CLH,]- 模 ,Pe 是 Hi 的 相应 的 
表示 .显然 6; 一 4 * Hi 的 表示 与 X:@ 同 构 . 于 是 9 在 G; 上 
的 限制 至 少 包 合 X@8 一 次 ， 由 命题 21 得 出 , o 在 诱导 表示 bj。 
里 至 少 出 现 一 次 ; 因为 Bi。 是 不 可 约 的 , 所 以 = 与 6;,, 同 构 , 这 就 
证 明了 《人 ， 


习 题 
8.1 令 a， 加 而 依次 旦 45 站， 如 的 险 ， 证 明 ， a = 对 (4/ 思 ) ,证 明 ， 
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对 于 固定 的 i, 表示 91,。 的 级 的 平方 和 等 于 各 /如 由 此 推出 《<) 的 另 一 证 
明 . 

8.2 利用 命题 25 秆 新 计算 群 DW， 和 5 的 不 可 约 表示 《参看 第 五 
章 )。 


8.3 几 类 有 限 群 摘要 


关于 这 一 节 和 下 一 节 结 果 的 较为 详细 的 论述 , 可 看 Bourbaki， 
代数 I，$7. 

可 解 群 群 G 叫 做 可 解 的 ， 如 果 存 在 G 的 一 个 子 群 序列 
1 一 GCCGIC…CGe 一 G， 
其 中 Gi-: 是 Gr 的 正规 子 群 , 且 Gi/Gi-, 是 Abd 群 , 1 i 
《一 个 等 价 的 定义 是 : G 是 由 子 群 (1) 通过 有 限 次 具有 Abel 核 的 
扩张 而 得 到 的 ,) 

超 可 解 群 在 上 述 定义 中 再 要 求 所 有 6 都 是 G 的 正规 子 群 ， 
且 G1/Gi ,是 循环 属 . 

替 零 群 在 上 述 定义 中 再 要 求 对 于 1 i 所 #, Gi/Gi-t 包 合 
在 G/G,-: 的 中 心 内 ,等 价 的 定义 是 : G 是 由 {1) 通过 有 限 次 中 心 
扩张 而 得 到 的 ，) 

显然 , 超 可 解 全 可 解 。 另 一 方面 , 直接 验证 可 知 , 一 个 超 可 解 
群 的 每 一 中 心 扩张 都 是 超 可 解 的 ;因此 袁 堆 之 超 可 解 . 

- 群 设 ? 是 一 个 素数 阶 是 ?的 革 一 寡 的 群 叫做 六 群 . 

定理 14 每 一 p- 悦 部 是 千夫 的 (因而 是 村 可 智 的 )， 

根据 以 上 所 述 ,只 需 证 明 每 一 非 平凡 p- 群 的 中 心 是 非 平凡 的 ， 
这 一 点 是 以 下 引 理 的 直接 推论 : 

引 理 3 令 G 是 个 产 群 ， 它 作用 在 二 个 有 有 限 集 X 上 ; 又 令 

是 X 中 在 之 下 不 动 的 元 素 所 成 的 子 千 . 我 们 有 
Card (xX) = CardC Xe) Cmod 人 

事实 上 , 和 一 X2 是 G 的 非 平凡 轨道 的 并 ,而 每 一 个 这 桩 的 辆 
道中 元 素 的 个 数 是 靖 的 一 个 害 产 , a 之 1; 所 以 Card (X 一 X9) 
可 以 被 整除. 
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现在 将 这 个 引 理应 用 到 X 一 G 而 6 是 通过 内 自 冯 构 而 作 四 
在 X 上 的 情 彩 .这 时 X。 就 是 G 的 中 心 C， 于 是 
Card(C) = Card( G6) = 0(mod p), 

从 而 C 去 {1}. 定理 被 证 明 ， 


我 们 再 给 出 引 理 3 的 另 一 个 宣 用 ， 这 将 在 第 守 孝 分 用 > 


令 p: :6 一 GLP 是 一 个 p- 可 0 在 7 册 和 信人 3 于 
a 而 X 是 由 一 切 人 se G， 所 生 
成 的 V 的 子 八 对 X 应 用 引 理 3, 注意 X 是 有 限 的 , 它 的 阶 是 ?的 
一 个 等 。 所 以 xs 关 {0}， 命 题 被 证 明 . 
维 论 看 竺 第 ?的 情 灌 , 一 个 全- 玉 信 有 的 不 可 约 夫 未 吉平 

凡 深 承 。 


习 是 

8.3 证 明 ， 二 面体 群 De 是 超 可 解 的 ,并 且 当 且 仅 当 * 是 2 的 宕 时 , P, 恩 
宕 零 的 . 

8.4 证明， 交错 群 %, 是 可 解 的 ,但 不 是 超 可 解 的 。 对 于 B, 证 明 同 样 的 
论断 . 

8.5 证 明 ， 一 个 可 解 群 或 起 可 解 群 或 寡 零 群 的 每 一 子 群 和 每 一 商 群 都 
分 别 吓 可 解 的 或 超 可 解 的 或 时 霍 的 。 

8.6 令 P 和 4 是 不 同 的 素数 ， 而 5 是 一 个 阶 为 9'9* 的 群 , 这 里 6 部 蚌 
正 整 数 . 

(i) 设 6 的 中 心 是 {1}. 对 于 s€ 6, 令 52) 表示 : 的 共 本 类 中 元 素 的 个 
数 。 证明, 存在 : 交 1 使 得 c(s) 尖 0《mod g)[ 否 则 G 一 {1} 的 元 案 个 数 净 能 
被 9 整除 ]; 对 于 这 样 的 :来 说 , ec(s) 尾 # 的 署 ; 由 此 推出 ,存在 G 的 一 个 既 
不 等 于 {1} 又 不 等 于 G 的 正规 子 群 [应 用 习题 5.101]。 

人 6) 证 明 ，G 是 可 解 群 《Burmride 害 理 )，[ 对 6 的 阶 作 妇 抽 法, 区别 6 
的 中 心 等 于 {I} 和 不 等 于 {1} 两 种 情形 。] 

(证 》 通过 例子 证 明 G 不 一 定 是 超 可 解 的 (参看 可 题 8.4)。 

(ir) 给 出 一 个 非 可 解 群 的 例子 。 要 求 它 的 阶 恰 披 二 个 素数 整除 [可 以 
取 6,,G5GL(F)]. 
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8.4 Sylow 定理 


令 ?是 一 个 素数 ,G 居 一 个 阶 为 g 一 prm 的 群 ,这 里 mm 与 ? 互 
素 ，6 的 一 个 阶 为 的 于 群 电 做 6 的 一 个 Sylow p- 子 翌 . 

定理 15 

(x) 存在 Syiow p- 子 群 ， 


为 了 证 明 (a); 我 们 对 G 的 让 作 有 六 可 以 假定 # 守 1, 即 
Card(G) = 《mod p). 令 C 是 G6 的 中 心 。 如 果 Card《C) 可 以 被 9 
整除 ,由 一 个 初等 的 论断 可 知 , C 含有 一 个 阶 惩 环 子 群 D。 由 虹 
纳 法 假设 ，G/D 有 一 个 Sylow p- 子 群 ,而 这 个 子 群 在 G 中 的 原 象 
就 是 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 。 如果 Card(C) 天 MKmod p), 令 G 通 
过 内 自 同 构 作 用 在 G 一 C 上 ; 这 就 将 G 一 C 划分 为 轨道 《 共 
印 类 )， 当 Card (6G 一 C) 关 0(mod p) 时 ， 这 些 轨 道 之 一 所 售 元 
素 的 个 数 要 与 ? 互 素 .于 是 存在 一 个 不 等 于 G 的 子 群 吾 ,使 得 
《G: 日 ) 针 0Cmod 六 因此 , 瑟 的 阶 可 以 被 加 整除 。 由 归纳 尘 的 假 
设 , 互 含 有 一 个 加 阶 子 群 . 

现在 令 P 是 G 的 一 个 Sylow p- 子 群 ,而 8 是 G 的 一 个 p- 子 类 . 
六 群 8 通 过 左 平 移 作 用 在 X 一 G/P 上 ,由 8,3, 引 理 3, 我 们 有 

Card(X?) = Card(X) ¥ 0Cmod p)， 
从 而 X? 关 外。 于 是 存在 一 个 元 素 *E G, 使 得 8xP 一 xP, 所 以 
2CxpPr, 这 就 证 明了 (ce)。 如 果 Card(0) 一 如 ,那么 2 与 zPx 
有 相同 的 阶 , 从 而 8 一 xPx™*， 这 就 证 朋 了 Cb)。 


习 题 
8.7 令 玉 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 而 Pn 是 G/B 的 一 个 Sylow p- 于 群 。 
《a) 证 明 ， 存在 G 的 一 个 Sylow #- 于 群 P， 它 在 G/R 内 的 窒 就 是 Ph 
[利用 sylow 于 群 的 共 斩 生 ]。 
人 b) 证 明 ， 如 果 瑟 是 一 个 2- 惟 或 召 被 包 食 在 G 的 中 心 内 ， 那 么 ?是 唯 
69 。 


一 的 ，[ 归结 到 五 的 险 与 ? 辫 素 的 情形 ,再 利用 Ps 到 万 内 的 每 一 个 向 态 痢 是 
平凡 的 这 一 事实 。] 

8.8 令 G 是 一 个 宕 零 群 证明， 对 于 每 一 素数 #,G 含有 唯一 的 Sylow 
子 群 ,而 且 是 正规 的 [对 的 阶 作 归 钠 法 ,并 且 对 G 关于 它 的 中 心 的 高 群 应 
用 归纳 法 假设 , 参 者 习题 8.7(b)]。 由 此 推出 6 是 一 些 #2- 群 的 直 积 . 

3.9 令 6 一 GL.(t)， 这 里 是 一 个 特征 为 疡 的 有 限 域 。 证 骨 ， 在 对 
和 有线 上 都 是 1 的 上 三 角形 矩阵 所 成 的 于 群 是 G 的 一 个 Sylow p- 于 群 ， 


8.5 起 可 解 群 的 线性 表示 
引 理 4 令 G 是 一 个 站 实 妆 的 可可 名 寻 ， 导入 夺 在 6 的 一 个 


“ 令 c 是 G 的 中 心 商 群 H 一 G/C 是 超 可 镍 的 ,因而 有 一 个 合 
成 列 , 其 中 第 一 个 非 平 凡 项 互 ,是 吾 的 一 个 循环 正规 子 群 .本 在 
中 的 原 象 就 具有 疡 要 求 的 性 质 . 

定理 16 令 G 是 一 个 超 可 解 群 . 于 分 的 每 -不 可 约 表示 都 


”我们 对 记 的 阶 作 诊 绩 壮 来 证 明 这 个 定理 因此 我 们 可 以 只 考 
虚 G 的 束 实 的 不 可 约 表 示 P , 即 KerCp) 一 {1} 的 情形 ， 如 果 G 是 
Abd 群 ,那么 这 样 的 " 是 一 级 的 ,此 时 没有 什么 可 证 的 ， 假 设 6 不 
是 Abel 群 . 令 4 是 G 的 一 个 正规 Abel 子 群 ,并 且 它 不 被 包含 在 
6 的 中 心 内 (参看 引 理 人)， 因 为 是 忠实 的 , 所 以 e(4) 不 被 包 
含 在 P(G) 的 中 心 内 ; 于 是 存在 se 4 使 得 (za) 不 是 一 个 位 似 . 
因此 Pe 在 4 上 的 限制 不 是 同型 的 ， 出 命题 24, 这 就 得 出 ” 是 由 G 
的 一 个 子 群 二 的 一 个 不 可 约 表 示 所 诱导 的 ， 这 个 子 群 不 等 于 G. 
对 互 应 用 归纳 法 假设 就 得 到 这 个 定理 . 


寻 题 
8.10 将 定理 16 推广 到 这 样 的 群 上 : 它们 尽 一 个 超 可 解 群 与 一 个 Abel 
正规 于 群 的 半 直 积 [应 用 命题 35 归结 到 超 可 解 的 情形 ]. 
3.11 令 有 是 R 上 四 元 数 体 , 它 的 基 {1, i,j, 邓 满足 
六 
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令 E 是 于 中 由 八 个 元 素 土 1， 土 i, 十 访 十 所 成 的 子 群 《 耻 元 数 群 ); 令 G 
是 三 和 -上 六 个 元 素 ( 士 1+* 士 二 4)72 的 并 集 ， 证 明 , 6 是 H* 的 一 个 可 解 子 
群 , 它 是 一 个 三 阶 循环 群 与 正规 对 群 E 的 半 直 积 。 利 用 间 构 H@aC 兰 M.(C》 
定义 G 的 一 个 二 级 不 可 约 表 示 。 证 明 , 这 个 表示 不 是 单项 的 《注意 5 没有 指 
数 为 ? 的 子 群 ),[ 群 6 是 Harwitz“ 整 区 元 数 ” 环 的 可 逆 元 素 所 成 的 群 ; 它 也 
是 在 特征 为 2 的 铺 形 下 精 圆 曲线 风 -- y= 如 的 自 同 构 群 。 它 与 SC:(F) 同 
构 ，] 

8.12 令 G 是 一 个 #8- 群 。 证 明 ， 对 于 6 的 每 一 不 可 约 特征 标 x， 都 有 
X17 半 0《mod (1)*)， 这 里 对 一 切 满足 条 件 *(1) <X(1) 的 不 可 约 特征 
标 % 求 和 ，[ 利 用 1) 是 ?的 宕 这 样 一 个 事实 ， 并 且 应 用 命题 5, 淮 论 2 
(2).] 
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第 九 章 Artin 定理 


9.1 环 R(G) 


令 6 是 一 个 有 限 群 ,X，,…， ,%; 是 它 的 一 切 互 不 相同 的 不 可 约 
特征 标 ，G 上 一 个 类 函数 是 特征 标 , 必要 且 只 要 它 是 这 些 X 的 非 
负 整 系数 线性 组 合 ， 令 R+(G) 表示 这 样 的 函数 所 成 的 集 . 令 
RCG)》 表示 R+(G) 所 生成 的 群 ， 也 就 是 两 个 特征 标的 差 所 成 的 
集合 。 我 们 有 

R(G) 一 ZX: 四 四 Za 
R(G) 的 元 素 叫做 虚 特 征 标 , 因为 两 个 特征 标的 积 还 是 一 个 特征 
标 ,所 以 RCG) 是 G 上 取 复 数值 的 类 函数 所 成 的 环 Fc(G) 的 一 个 
子 环 ， 由 于 ;作成 Fc《G) 在 C 上 的 一 个 基 ， 因此 宫 以 把 C 名 
RCG) 与 Fe(G) 等 同 起 来 . 

我 们 也 可 以 把 RCG) 看 作 有 限 生成 CC] - 模 的 范 瑞 的 Grothendicck 群 ; 
这 个 观点 将 在 第 三 部 分 里 用 到 。 

如 果 玉 是 6 的 一 个 子 群 ， 那么 限制 作用 就 定义 了 一 个 环 同 态 
RCG) 一 RE)， 记 作 Re Res 

类 似 地 ， 诱 导 作 用 《7.2) 定义 一 个 Abel 群 的 同 态 RCH) 一 
RCG), 记 作 Ind% 或 Ind， 由 定理 13, 同 态 Iad 和 Res 关于 双 线 
性 型 《p, 由 Yn 和 《9，, 9%)c 来 说 互相 伴随 。 再 者 ,公式 

Ind(p * Res($)) ~ Ind(p) + 
表明 , Ind: RCH) 一 RCG) 的 象 是 环 RCG) 的 一 个 理想 。 

如 果 4 是 一 个 交换 环 ， 那 么 同 态 Res 和 Ind 都 可 以 线性 地 开 
拓 为 4- 线 性 映射: 

ADRes: ADR(G) 一 4B@RCD)， 
A@Ind; ABR(H) > ABR(G), 
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习 题 


9.1 令 P 是 G 上 一 个 取 实 数值 的 类 函数 。 假设 《9，1> 一 0 并 且 对 每 
一 :1， 都 有 9(7) 所 0。 证明 、 对 于 每 一 特征 标 ,Cps 9 的 实 部 > 0 ， 
[利用 对 一 切 *， (一 )X(*) 的 实 部 都 大 于 或 等 于 (一 ')X(1) 的 实 部 这 一 事 
实 - ] 由 此 推出 如果? 属于 R(G)， 那 么 9 是 一 个 特征 标 . 

9.2 令 XE R(G), 证 明 ，X 是 一个 不 可 的 特征 标 必要 且 只 要 《X, 从 一 1 
有 XD PO. 

9.3 设 1 是 G 上 一 个 函数 ， 是 一 个 整数 。 令 Ww*1) 表示 函数 
sf) 令 

(a) 设 p 是 G 的 一 个 表示 、 其 特征 标 为 X， 对 于 每 一 整数 上 守 0, 令 
难 和 从 分 别 表示 的 次 对 称 罕 和 次 交 钳 和 的 特征 标 《 参 看 ?2.1 关于 
太 二 2 的 情形 )。 令 

or(%) = 立交 re 和 条 (0 = 守业 
Ee 


Ai 


这 里 了 是 一 个 不 定 元 证明, 对 于 :& G， 我 们 有 
or (XC0) = /dott — p(T) 和 hl) = det(L + (5)7), 
接 导 以 下 公式 : 


or(X) = exp 全 vr}, 


A 


hz = {DCD}, 


ke 


NX Dy AX 一 立 《一 1) 和 双全 和 全 
fr pn 
这 些 公式 是 2.1 中 相应 的 公式 的 一 般 化 . 

(5) 由 (2) 推出 RCG) 在 算 于 之 下 稳定 ;KE 且 

9.4 令 = 是 一 个 与 G 的 阶 互 索 的 整数 . 

(a) 令 X* 是 G 的 一 个 不 可 约 特 征 标 , 证明，w"(X) 是 6 的 一 个 不 可 约 
特征 标 . [利用 前 两 个 当 题 . ] 

人 《hb) 将 映射 xmz” 线性 地 开拓 为 应 量 空间 CI1c] 的 一 个 自 同 态 各. 证 
明 风 在 Cent CLG] 上 的 限制 是 代数 Ceat C[c] 的 一 个 自 同 构 。 
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9.2 Artin 定理 的 表述 


这 就 是 以 下 的 定理 ; 
定理 17 令 Xx 是 有 限 悦 6 的 一 个 于 避 浇 . 全 
Ind: DR ~ RC(G) 


HK 


的 
OD G 是 属于 X 的 子 群 的 共 杨 子 群 的 并 。 


(Gi) Ind: 失 R(H) 一 RCG) 的 余 核 是 有 限 的 


因为 RCG》 作 为 一 个 群 是 有 限 生成 的 ,我 们 可 以 将 《 记 改 述 


为 : 
GD) 对 于 G 的 每 特征 标 X， 存 在 虚 特 征 标 Xue RCH)， 


豆 EX， 和 整数 4 之 1, 使 得 
一 >) Indf (Xn). 


EX 


注意 5 的 握 环 了 群 湾 演 中 《D， 所 以 有 : 


“在 下 一 节 我 将 看 到， ,用 " 玫 的 " 代 竺 < 有理 的 ", 用 初等 的 "人 
替 " 播 环 的 ", 上 述 论断 仍然 成 立 。 


习 是 


9.5 取 G 是 交错 群 1, 取 X 屁 5 的 循环 子 图 活 。 令 {Xs 和 %，%， 如 是 
6 的 一 切 互 不 相 辣 的 不 可 约 特征 标 (参看 5.7)， 证 明 、 Br 在 Id 之 
下 的 象 由 以 下 五 个 和 种 标 此 废 : "” 
生生 和 
由 此 推出 RCG》 的 一 个 元 球 * 属 于 Iad 的 象 ,必要 且 只 要 六 1) 二 0(mod2) 
证 明 ,特征 标 %，X,、 Xs 都 不 中 这 些 循 环 子 群 所 诱导 的 特征 标的 正 有 理 系数 
的 线性 组 合 。 
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9.3 第 一 个 证 明 


首先 证 明 (区 全 ( 广 ， 令 5 是 属于 XxX 的 于 群 玉 的 共 罗 子 群 的 
并 ， 每 一 个 形 如 3Ind8 (fn) 的 函数 ,其 中 fae RCH), 在 5 以 外 等 
于 零 。 如 果 (i 成 立 , 那 么 6 的 每 一 个 类 函数 都 在 5 以 外 等 于 零 ， 
这 就 证 明了 3 一 G， 从 而 《让 成 立 . 
反之 ， 设 (i) 成 立 。 为 了 证 明 (i 成立, 只 需 证 明 @- 线 性 英 


射 
QBInd: DABRH) > QLR(G) 


Rex 
是 满 的 即 可 .这 也 相当 于 证 明 C- 线 性 映射 
CG@md: 引 ceR(D 一 C@RCG) 


HEx 


是 满 的 由 对 偶 性 , 这 就 相当 于 伴随 映射 
CBRes: CBR(G) => OD CQRH) 


ex 
是 单 的 。 然 而 这 个 映射 的 单 性 是 明显 的 ;这 相当 于 说 , G 上 一 个 类 
函数 如 果 在 每 一 HE X 上 的 限制 都 是 零 ， 那 么 这 个 阴 数 等 于 零 ， 
定理 被 证 明 ， 口 


习 是 
我 们 假定 子 群 炭 X 对 于 取 共 斩 和 取 子 群 来 说 是 稳定 的 "而 G 是 属于 X 
的 子 群 的 并 (例如 , 6G 的 德 环 子 属 族 ). 


9.6 令 N 是 同 态 
Qn: DBRH) DR) 


bra 
的 核 。 

(6) 令 理 , 下 EX 且 民 可。 设 和 ER 二 》 而 基 一 Ta 暗 ( 六 )E RCB). 
证 明 XX 一 和 * 属于 


1 凤 玉 EXs1E G 一 >sHs1EX; 又 昌 EXs 而 及 ' 是 及 的 于 属地 HR &X. 一 一 译 
者 注 
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人 b) 令 吕 EXEG. 记 雪 =sHs"', 仿 XER(B) 而 民 昨 RGB7 
中 菇 下 定义 的 一 个 元 素 ; 对 一 切 #4€ 8， 定 义 “Ko 9) 一 X(6)， 证 明 ， 
XX 一 以 属 于 NN。 

《<) 证 明 , N 是 由 上 述 (2) 和 (5) 类 型 的 元 素 在 @@ 上 生成 的 ，[ 纯 基 扩 
张 到 C 上 ,再 利用 对 侦 性 。 于 是 就 归结 为 证 明 , 如 果 对 于 每 一 所 EX 都 给 定 
了 一 个 类 函数 fy， 并 且 假 定 下 满足 类 似 于 上 述 (4) 和 〈b) 的 限制 条 件 和 共 
二 条 件 ,那么 存在 6 上 一 个 闫 函数 1, 使 得 对 于 每 一 万 ,都 育 Re 只 (1) 一 如 .1 

9.7. 证 明 ，Q@R(6) 有 如 下 的 由 生成 元 和 关系 的 显示 : 

生成 元 : 符号 (H,X), HEX， XE Q@R(H). 

关系 : 

人 (HM + XV) = MH,X) + HX), 4 MEQ, Xx, XE QD 
ROH) 

《6) 对 于 CH, 尖 ER(H') 和 X= nd 和 b(X%*), 我 们 有 (8 *) 一 
(HW) 

《而 》 对 于 用 EX，+EG，XER(B)， 在 习题 9.6《b) 的 记 法 下 我 们 
有 (HX) 一 (0)。 

【利用 习题 9.6。 了 


9.4 (i) = ( 的 第 二 个 证 明 
首先 设 4 是 一 个 循环 群 , 它 的 阶 是 4. 通过 以 下 公式 定义 一 个 
4 上 的 函数 94 
4a， 若 * 生成 4， 


一 
9 在 放 
全 是 21 廊 6 虹 个 共 为 。 的 这 限 介 ， 那么 
g 一 > Iad2(60)， 
各 
这 里 4 记 所 6 的 一 妈 甸 汪 于 
(在 这 个 公 趟 里, 字 是 & 表示 等 于 的 常 值 末 数 ,) 
1) 这 个 习题 给 出 用 诱导 特征 标 ( 咱 ，X%) 来 表示 QQRCG) 的 一 种 显示 ”对 于 工 - 级 
数理 论 的 应 用 上 ,很 有 希望 给 出 RCG) 本 身 的 这 样 一 个 显示 (不 与 @@ 作 张 量 积 ) 


当 G 是 可 解 的 对 候 ， 这 个 工作 已 由 Langlancs-Deligne 做 了 (Lectare Notes 
i Math,，349，Pp. 517, 定理 和。 


26 


令 的 一 nds(94)， 对 于 +€ G， 我 们 有 
6 = 二 DB Oyry") 


EX 
zy 一 14 


1 
-Do D1 
= EG EG 
zy 一 (全 忠志 Sey 一 生成 作 


然而 对 于 每 一 ye Gyzy “生成 G 的 一 个 唯一 的 循环 子 群 所 以 
我 们 有 


-DI 


ye 


命题 28 如 果 4 是 一 个 循环 群 , 则 04 RC4)。 


对 4 的 阶 。 作 归 钠 法 来 证 明 .a 一 1 的 情形 是 明显 的 ， 由 合 
题 27, 我 们 有 


ea 一 > Indf(6s) = 94 + > Indg6s)。 


Cd Ery 


由 归纳 法 假设 ， 对 于 B 疤 4，9se RC(B)， 所 以 mdges) 属于 
R(4)， 另 一 方面 ,显然 ee RC(4)， 因 而 94 属于 R(4). 
对 于 (GD > (二 的 证 朋 的 刘 用 
首先 注意 ,如 果 4' 被 包含 在 4 的 一 个 共 思 子 群 内 , 那么 Indy 
的 象 被 包含 在 Ind& 的 象 内 ， 因 此 可 以 假定 X 是 G 的 人 循环 子 群 族 。 
于 是 由 命题 27 和 28 得 : 


g— DInd9(0s), 94€ R(A). 


Pre 
所 以 元 素 8 属于 Ind 的 象 ， 因 为 这 个 象 是 RCG) 的 一 个 理想 〈 参 
看 9.1)， 它 含有 每 一 个 形 如 gx 的 元 素 ，X6 RCG)， 这 就 证 明了 
《这 ) 《其 至 还 证 明 的 更 多 一 些 ,因为 我 们 得 到 一 个 确切 的 分 母 ,就 
是 G 的 阶 .》 
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9.8 如 果 4 是 一 个 阶 为 = 的 循环 群 ， 令 44 二 pCa)r4 一 94 这 里 pCo) 
是 4 的 生成 元 的 个 数 ， 而 "4 是 正则 表示 的 特征 标 . 证 明 , 4 是 4 的 一 个 与 


I. 


单位 特征 标 正 交 的 特征 标 [应 用 习题 %.11， 证明, 如果 4 饥 历 一 个 险 为 上 的 
群 G 的 一 切 循环 子 群 ,那么 有 : 
《 洲 ) Dl dW) = sre — 1), 


这 里 ro 是 G 的 正则 表示 的 特征 标 [利用 命题 27]。 

[应 用 (hramata-Brauer): 令 是 数 域 E 的 一 个 有 限 扩 域 ， 令 8() 一 
(2)/5a(s) 是 它们 的 《- 函 数 的 离 ， 我 们 知道 ， 它 在 昌 个 复 平 面 内 是 半 纯 
的 .现在 假设 F/B 是 一 个 Gafoi 扩张 ,其 Galoit 群 为 5。 那么 由 上 面 的 公 
式 ( 六 ) 可 以 得 出 担 等 式 : 

#00 = THis 0), 


这 里 Fa 表示 上 中 对 应 于 循环 于 车 4 的 子 域 ， 函 数 Leyra(1， 4a》 是 “Abel” 
上 -水 数 ， 因 而 是 全 纯 的 。 于 是 可 以 夏 出 ,@ 本 身 居 全 纯 的 ， 即 Se 整除 68: 
《然而 还 不 知道 这 个 结果 对 于 非 Galeis 扩张 来 说 是 否 成 立 。《 这 是 Ariin 犹 
想 的 一 个 推论 ). ] 


第 十 章 Brauer 定 理 


在 10.1 到 10.4 里 ,字母 ?都 表示 一 个 素数 ， 


10.1 p- 正 则 元 素 . p- 初 等 子 群 

令 * 是 有 限 群 G 的 一 个 元 素 ，* 叫做 一 个 p- 苑 素 (或 p- 么 
等 元 素 ), 如 果 * 的 阶 是 请 的 一 个 轰 ; < 叫做 一 个 -元素 (或 p- 正 
则 元 素 ), 如 果 * 的 阶 与 ? 互 素 ， 

G 的 每 一 元 素 x 可 以 唯一 地 写成 一 zsxr， 这 电 xe 是 p- 么 
等 的 ,而 x, 是 -正则 的 ,并 且 x。 与 x; 可 交换 ; 再 者 , x。 和 x, 都 是 
* 的 者 ， 将 ”所 生成 的 循环 子 群 分 解 成 它 的 p- 分 支 和 p"- 分 支 的 
直 积 , 就 可 以 证 明 这 一 事实 。 元素 x。 和 二 分 中 叫做 < 的 六 分 支 
和 和 六- 分支， 

一 个 群 本 做 p 初 等 的 ,如 果 它 是 一 个 阶 与 互 素 的 特 环 居 
C 和 一 个 p- 群 P 的 直 积 .这样 的 群 是 舌 零 的 ,并 旦 分 解 H 一 C x 
P 是 唯一 的 ; C 是 妃 中 一 切 p”- 元 素 的 集合 ,P 是 吾 中 一 切 p- 元 素 
的 集合 ， 

令 *+ 是 有 限 群 的 一 个 p~ 元 素 ,C 是 * 所 生成 的 循环 子 群 ;又 
令 ZC 是 * 的 中 心 化 于 CG 中 满足 条 件 sx = xs 的 元 束 :所 成 的 
集 )， 如 果 P 是 Z(x) 的 一 个 Sylow p- 子 群 ,那么 日 一 C.P 是 6 
的 一 个 -初等 子 群 ,叫做 与 = 相伴 的 初等 子 悦 :这样 的 -初等 
子 群 除了 在 Z(x) 内 共 元 外 是 唯一 的 、 


习 题 
10.1 令 昌 一 CP 是 有 限 群 6 的 一 个 p- 初 等 子 群 ,x 是 Cc 的 一 个 生成 
元 ， 证 明 , 呈 被 包含 在 一 个 与 > 相伴 的 六 初等 于 群 H' 内 . 
10.2 令 = GL()， 这 里 太 是 一 个 特征 为 P 的 有 限 域 ， 证 明 ，、 元 案 
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<EG 是 一 个 #8- 元 素 必 要 且 愉 要 它 的 特征 值 邦 等 于 1 , 即 1-* 是 个 零 的 ; * 
晨 一 个 -元 素 必要 且 内 要 它 尽 半 单 的 ， 即 在 的 某 一 有 限 扩 域内 可 以 对 角 
化 ， 


10.2 由 P- 和 初等 子 群 所 产生 的 诱导 特征 标 


这 一 节 和 以 下 两 节 的 目的 是 要 证 明 以 下 的 结果 : 
定理 二 令 G 是 一 个 有 限 群 . 令 7* 是 RC(G) 中 由 G 隐 一 贸 


A XD 是 G 的 p- 初等 于 悦 放 . 群 Vs 是 由 诱导 同 态 Ind&， 
HHEX(p)， 所 定义 的 同 态 


Ind: OD R(H) = R(G) 


a 
的 象 ， 干 是 Vs 是 R(G) 的 一 个 理想 . 为 了 证 明 这 个 定理 ,只 需 证 
明 , 存 在 一 个 与 ? 互 素 的 整数 m， 使 得 we ys， 事实 上 , 我 们 证 明 
以 下 更 为 精确 的 结果 : 

定理 18 ” 令 g 一 是 G 的 阶 ,(p, 人 ) 一 1. 那么 1e Po 

这 个 证 明 (由 Roquette 和 BrauerTate [12] 给 出 ) 利 用 了 由 有 
次 单位 根 所 生成 的 C 的 子 环 4。 这 个 环 作为 一 个 名- 模 是 自由 的 
并 且 是 有 限 生成 的 ; 它 的 元 素 都 是 代数 整数 ， 我 们 有 Qn4 一 2 
因为 这 个 交 里 的 元 素 既 是 有 理 数 又 乱 代 数 整数 《参看 6,4)， 商 群 
-4/Z 是 有 限 生成 的 无 组 铬 ,因而 是 自由 群 ; 由 此 (将 4/Z 的 一 个 基 
提升 到 4 内) 推出, 4 有 一 个 基 fl …,d}， 它 包含 元 素 1， 

通过 后 4 作 瑟 量 积 , 同 态 Ind 定义 一 个 4- 线 性 映射 


ABInd: OD 4BRGD 一 4@RCG). 


Hexte) 
由 基 {1, m，……， oe} 的 存在 就 得 出 以 下 的 
引 理 5 4Q@Ind 的 象 是 4@Vp, 并 且 
(ABVINRCG) 一 7 

这 伴 , 为 了 证 本 常 值 函数 ! 属于 ,只 项 证 明 7 属于 4@Ind 
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的 象 即 可 , 换 一 名 话说 ,只 需 证 明 ! 有 形式 en Indg (fn), an € 4 
fa€ RCH), 

注 记 

(1) 环 4 较 环 Z 优越 之 处 在 于 G 的 所 有 特征 标的 值 都 在 4 
内 ,因为 这 些 值 都 是 8 次 单位 根 的 和 ， 因 此 4@@RC(G) 是 G 上 在 4 
内 取信 的 闫 函 数 所 威 的 环 的 一 个 子 环 ， 

(2)》 可 以 证 明 , 4 是 周一 域 @. 4 的 代数 整数 所 成 的 集 , 但 
是 袁 们 并 不 需要 这 个 结果 ， 


10.3 ”特征 标的 构造 
引 理 6 G 上 每 一 个 部 值 类 函数 如 果 它 的 值 可 以 入 8 整除 ， 


(在 这 和 和 以 后 及 并 到 "到 值 "时 。 部 扫 的 是 在 Z 内 取信 ”. 六 

令 了 于 是 这 样 一 个 函数 ,并 且 把 它 写作 gx， 这 里 x 是 一 个 整 什 
类 函数 ， 如果 C 是 G 的 一 个 循环 子 群 , 令 Bc 是 在 9.4 里 所 定义 的 
RCC) 的 那个 元 素 ， 由 命题 27, 我 们 有 


8 = > Indg(6c), 
4 


从 而 
f— gx™— D2) Indg(0c)% 


一 DIndg(0c - ResX). 
加 


莘 下 来 就 是 变 证 明 ， 对 于 每 一 个 C，6c， Res8x 属于 4@RCC). 
然而 xc 一 6c， Res&X 可 以 被 C 的 阶 整除 ,所 以 如 果 史 是 C 的 一 个 
特征 标 , 那么 《Xc, 几 ) & 4， 这 就 证 明了 Xe 是 C 的 特征 标的 一 个 
4- 线 性 组 合 ,因而 Xce 4@R(C)， 
引 理 7 令 X 是 4@@R(G) 的 一 个 整 信 元 素 . 令 x Gi 是 
:的 分 京 (多 看 101), 那么 
XC) = XCxr) mod p). 
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通过 限制 作用 、 我 们 可 以 归结 到 G 是 由 x 所 生成 的 循环 群 的 
和 本 形 。 这 时 X 一 Zaifi ai€ 4 而 中 历 G 的 一 切 不 同 的 一 级 特 
征 标 .如 果 4 是 的 一 个 足够 大 的 寞 ,我 们 有 x7 一 x?, 从 而 对 一 
二 六 都 有 Xx)* 一 (zz)。 所 以 

K(x) = (Tair) ye DafXils)« 
= Pax) Kx) (mod pA), 
因为 p41 安 一 安 ， 所 以 
Zr) = Xx,)mod p). 
然而 对 一 切 1€ QZ， 都 有 2 = 4(mod p)， 因 此 
Xx) = Xz) mod p), 
引 再 8 令 * 是 G 的 一 个 元素 , 玉 是 CG 的 个 与 < 相伴 的 


(a) (x) A Omod p). 

GO 对 于 6 中 每 = 个 不 与 :区 人 的 无 素 都 容 《一 
0. 

令 5 是 由 * 所 生成 的 G 的 循环 子 群 ,而 ZCx) 是 * 在 G 内 的 中 
心 化 子 .。 我 们 有 如 一 C X P， 这 里 P 是 Z(x) 的 一 个 Sylow p- 子 
群 ， 令 “是 C 的 阶 , 太 是 P 的 阶 。 令 此 是 如 下 定义 的 一 个 C 上 
的 图 数 ; 

gc( 人 一 < 而 do 人 一 0 若 》 关 7 

于 是 和 一 马 X(x- 0)X， 这 里 上 遍历 C 的 不 可 约 特征 标的 入 ; 由 此 
得 出 此 属于 4@R(Cc) (也 可 以 由 引 理 6 得 出 )， 

令 罗 是 如 一 C XP 了 上 一 个 函数 , 对 于 *e C 和 ?6P, 定 义 
风 (zy) 一 clx)。 这 是 bc 在 射影 HH 一 C 之 下 的 原 象 ， 所 以 
几 E 4@@R(H)、 我 们 证 明 , 风 满足 引 理 的 条 件 . 

如 果 s 是 G 的 一 个 p- 元 素 , 而 yE G， 则 ?999 二 是 一 个 六 -元 
素 ; 如 果 Jay 属于 瑟 , 那么 它 就 属于 C。 于 是 当 yy 一 关 x 时 ， 
我 们 有 wyry-9 一 0. 由 此 得 出 ,如 果 * 不 与 z 共 久 : 则 几 (9) 一 
0， 这 就 证 拆 了 《〈b)， 责 者 ， 
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PO 9 


zy 一 :一 


-1 Card(2(0)) 


因为 加 一 Card(P) 是 能 够 整除 Card (Z (x)) 的 2 的 最 高 次 罕 , 所 
以 g'Cx)E0(mod p). 
引 理 9 存在 4@V6b 的 一 个 整 值 元素 ,使得 对 于 每 一 + G， 
pw) EEOCmod p). “ 
令 (x2ies 是 -正则 类 《 即 由 -元 素 所 组 成 的 共 轿 类 ) 的 一 
个 代表 系 ， 引 理 8 给 出 了 4 多 Vs 的 整 值 元 素 ,使 得 
ili)¥ Omodp), 


并 且 对 于 7 友 i 
bilx3) = Omodp). 
令 上 二 2 显然 上 属于 4@P* 并 且 取 整数 值 ， 对 于 x € G,* 
的 p" 分 支 与 吐 一 的 一 个 x 共 施 、 由 引 理 7, 我 们 得 到 
$x) = $7) = dilxi) Emod p). 口 


习 题 

10.3 将 引 理 6 推广 到 在 4 的 理想 44 内 取 值 的 类 函数 上 。 

10.4 令 P 尾 4 的 一 个 素 理 想 且 PNZ= p2Z( 这 相当 于 说 4/p 是 一 个 
特征 为 的 有 限 域 )， 令 XE 4@R(G)，xEG 而 *, 是 x 的 -分支 证 明 
Xx) 三 (xo)(mod p)[ 与 引 理 7 同样 地 证 明 ]. 然而 X*)=Xxr) 《mod p44》 
并 不 永远 成 立 。 


10.4 定理 18 和 18' 的 证 明 


令 一 加 (bp, 站) 一 1， 是 群 G 的 阶 ,由 10.2, 只 需 征 阴 / 
属于 4 四 T， 

设 几 是 4@@V 中 满足 引 理 9 的 条 件 的 一 个 元 素 . 中 的 值 关 0 
《mod p). 令 N = p(p") 是 乘法 群 (2Z/p"Z)* 的 阶 ， 那么 对 于 任 
意 与 9? 互 案 的 整数 2 来 说 ，24* 一 Kmod pg"”)。 因 此 对 一 切 *€ G， 
x)” ee 1mod 加 )， 而 亢 数 1(&" 一 1) 取 整 值 ， 其 值 可 以 被 

3. 


如 一 ?整除 . 由 引 理 6, 这 个 函数 是 G 的 循环 子 群 的 将 征 标 所 诱 
导 的 特征 标的 一 个 4- 线 生 组 合 ， 因 为 每 一 循环 子 群 都 是 p- 初 等 
的 ,所 以 18* 一 1)E 4@Vo， 但 4@P 是 4@R(G) 的 一 个 
理想 ,因此 ip*& 4@Vs。 相 减 ,就 得 到 ! 属于 4 凶 F*， 证 明 完 毕 ， 


10.5 Brauer 定理 
0 人 人 二 多 如 果 它 至 少 对 于 一 个 素数 乡 来 说 


是 p- 初 等 
定理 9 约 每 一 特征 标 都 是 G 的 初等 子 群 的 特征 标 所 诱导 


令 V ,是 如 同 定 玫 1 18 时 所 定义 的 RCG) 的 那个 子 群 ， 我 们 只 
需 证 明 , 对 于 素数 p, 这 样 的 V 的 和 V 等 于 R(G)， 因 为 了 包含 
Vo， 所 以 V 在 RCG) 内 的 指数 整除 VV 在 RCG) 内 的 指数 ， 从 而 
由 定理 18, 它 与 # 互 素 ， 因 为 这 一 事实 对 一 切 成 立 ， 所 以 这 个 
指数 等 于 1 ,定理 被 证 明 ， 
定理 20 G 的 每 二 特征 标 都 是 单项 特征 标的 整 系数 线性 组 


合 
合 、 


《回忆 一 下 ,如 果 一 个 特征 标 是 由 某 一 子 群 的 一 级 特征 标记 诱 
导 的 ,那么 就 称 它 是 一 个 单项 特征 标 、) 

由 定理 19， 又 因为 每 一 个 初等 子 群 都 是 宪 零 的 ， 从 而 它 的 不 
可 约 特征 标 是 单项 的 《参看 8.5， 定 理 16)， 于 是 就 得 到 这 个 定 
理 ， 


注 记 

《1) 下 现在 定理 19 和 20 里 的 线性 组 合 的 系数 可 能 有 正 有 
负 ， 一 般 说 来 ， 不 可 能 将 一 个 给 定 的 特征 标 写成 单项 特征 标的 正 
整改 (甚至 正 实数 ) 的 线性 组 合 ,参看 下 面 的 习题 10.5. 

《2) 定理 20 在 表示 论 的 许多 应 用 中 起 看 重要 的 作用 ; 在 大 
多 数 情 况 下 ， 它 将 关于 任意 特征 标 X 的 问题 简化 为 是 一 级 特征 
标的 情形 《从 而 由 一 个 循环 群 的 特征 标 得 出 来 )， 例如 ， 就 是 利 
用 这 个 万 法 ，Brauer 证 明了 Artia 工 -函数 在 整个 复 平面 内 是 半 纯 
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的 。 以 后 我 们 还 要 姥 到 其 它 的 应 用 ,， 


习 题 


10.5 亏 % 是 群 G 的 一 个 不 可 约 竺 征 称 。 

(=) “假设 % 尽 单 项 特征 标的 正 实 系数 线性 组 合 、 证 明 ， 让 在 一 个 整数 
mm>1 使 得 mx 是 单项 的 

(b) 取 交 错 洛 作为 5。 相应 的 置换 表示 是 单位 表示 和 一 个 4 级 不 
可 约 表 示 的 直 和 ; 取 后 一 个 表示 的 特征 标 作为 *。 如果 m% 是 由 一 个 于 属 
所 的 一 级 表示 所 诱导 的 ,那么 五 的 阶 必须 等 于 15/m， 因 而 m 只 能 取 值 1,3， 
5， 15。 再 者 ,% 在 碧 上 的 限制 必须 包含 一 个 是 数 为 m* 的 一 级 特征 标 (注意 6 
没有 阶 为 15 的 子 群 )， 由 此 得 出 , X 不 能 是 单项 特征 标的 正 志 系数 的 线性 组 


合 . 

10.6 《A，Weil 提供 )， 我 们 要 证 明 ， 如 果 fc R(G) 而 K1) = 0, 那么 
天 是 形 如 Indg (% 一 1) 的 元 素 的 Z- 线 性 组 合 这 里 是 6 的 一 个 初等 于 改 
而 a 是 5 的 一 个 一 级 特征 标 。 

(2) 令 Ri(G) 是 由 一 切 Indg(e - 1》 所 生成 的 R(G》 的 于 群 而 
R(G) = ZO@BRo(6), 证明 ,如 果 呈 是 6 的 一 个 子 群 , 则 tad 将 RH) 映 入 
Ra(G)。 

《b) 设 万 是 6 的 一 个 正规 于 车 且 G/B 尽 Abel 群 。 证 明 ，In 吧 将 
R'(H) 里 入 R'(G)。 【只 需 证 明 Indg(1) 属于 R'(G)， 这 可 以 由 Indg(1) 
是 6 的 《G:R) 个 槟 包含 HH 的 一 级 特征 标的 和 这 一 事实 得 出 。] 

《ce) 设 G 是 初等 的 。 令 Y 昨 6 的 一 切 极 大 子 群 所 成 的 集 。 证 明 ， 如 果 
HEY， 则 是 忆 的 正规 于 群 ;并 且 6/KH 的 阶 是 素数 、[ 利 用 G 是 禾 零 群 这 
一 事实 .] 证 明 、R(G) 由 6 的 一 级 特征 标 以 及 Ind&(R(CB)》 生 成 , 这 里 五 遍 
捷 Y. [应 用 定理 16。] 证 明 R'(G) w= R(G)。[ 对 6 的 阶 作 归 纳 法 ,并 且 利用 
《b) 来 证 明 [nd 只 RCR)》 包 含 在 RCG) 内 。] 

(da) 回 到 一 般 情形 。 令 X 表示 G 的 一 切 初等 于 群 所 成 的 集合 。 由 定理 
19, 我 们 有 1 一 I, jse RCE). 如 果 9 ER(G)， 那 么 就 得 出 


一定 Ind 人 pas)， 这 里 wz = js、 Res&(9)。 
经 
各 果 9(1) 一 0， 那么 由 (<) 得 pgE Ri(E)， 由 此 推出 属于 Ro(G), 于 尽 


R'(G) = R(G). 


» B85 


第 十 一 章 “Brauer 定理 的 应 用 


11.1 ”特征 标的 刻画 


令 8 是 人 的 一 个 子 环 ,G 是 一 个 有 限 群 . 

定理 21 设 ? 是 CG 上 一 个 类 函数 ， 并 且 对 于 G 的 每 一 初等 子 
群 日 ,都 有 Res8(p)e B@R(H). 那么 9 BCR(G)， 

令 X 是 G 的 一 切 初 等 子 群 的 集合 ， 由 定理 19, 我 们 可 以 将 常 


值 函数 1 写成 以 下 形式 : 
l= 了 Ind8(fa) ,jc RO), 


Hex 


两 问 乘 以 ?9 得 
p= pa p* Indg(fa) 一 辟 Ind&Cfa * Res&Cp))- 
让 


因为 二 属于 R(H) 而 Re 多 8p) 属于 B@RCH)， 所 以 它们 的 乘 
积 属 于 B@RCH)， 由 此 得 出 9p 属于 B&RCG)。 

利用 Artin 定理 (第 九 章 ), 用 类 似 的 论证 方法 可 得 

定 浊 21 设 包 合 Q， 知 果 对 于 6 朋 各 -和 环 了 必 下 ， 
Resf(y)€ BOR(H), Th we BGR(G)， 

注 记 定理 21 可 以 理解 为 一 种 来 合 性 质 。 假设 对 于 每 一 
He X, 给 出 B@R(E) 的 一 个 元 素 ps 并 且 下 列 性 质 被 满足 : 

(GD 如 果 HCH, 则 pur 一 Resi(pa). 

( 刘 ”如 果 于 一 5 6G， 则 9na 通过 同 构 x 站 x1 
由 9u 得 到 ， 

那么 存在 38@R(G) 的 唯一 的 元 素 p， 使 得 对 一 切 HEX 都 
有 Res(p) 一 pn 

定理 22 令 9 是 G 上 -一 个 业 通 数 ， 如 果 对 于 G 的 每 -初等 于 
习 H 和 有 区 每 -个 一 绢 各 你 2 家 
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(%, Resn )n ~ 让 een 0 
属于 3 ,那么 ?属于 8@RCG). 
令 开 是 G 的 一 个 初等 子 群 , 令 


Reshp 一 Dcow， 这 里 co 一 《os;Resgpya， 


是 将 Resge 表 成 及 的 不 可 约 特征 标的 分 解 ， 由 定理 16, 每 一 特 
征 标 都 是 由 玉 的 某 一 于 群 H, 的 一 个 一 级 特征 标 X。 所 诱导 的 ， 
由 Frobenius 互 反 性 ,我 们 有 : 

co 一 《Xi Resh,p) yo, 
因为 H, 是 一 个 初等 子 群 ， 关 于 的 假设 保证 了 <. 属于 B。 因 此 
Reshp 一 了 co wo 属于 B@R(H)， 再 由 定理 21， 就 得 出 这 个 结 
果 . 口 


环 ,对于 全 于 车 和 全 表 避 - Cm; a 

这 是 8 一 世 的 特殊 情形 、 

令 Re 是 由 限制 同 态 族 Re 品 所 定义 的 RCG) 到 Bran 内 
的 同 态 . 

( 术 辣 态 帮 L>M 叫做 一 个 分 寞 内 射 ， 如 果 存 在 r:M 一 工 ， 
使 得 "of = 1; 这 相当 于 说 , f 是 一 个 单 射 且 帮工 ) 是 M 的 一 个 直 
和 因子 .) 

显然 Res 是 一 个 单 射 。 由 于 所 考虑 的 群 部 是 有 限 生 成 的 自由 
群 ， 因 此 ， 为 了 证 明 它 是 分 虱 的 。 只 需 证 明 它 的 余 核 是 无 扭 的 . 
于 是 我 们 需要 证 明 , 妇 果 1 一 (fn)aex 是 多 RCH) 的 一 个 元 素 ， 
并 生存 在 一 个 非 零 整数 ”使 得 wf 一 Resp， 那么 16 Im(Res)。 然 而 
将 定理 21 应 用 到 函数 p/z 和 环 Z 上 , 就 可 以 得 到 这 个 事实 ， 口 

[这 个 论断 也 可 以 通过 对 个 性 给 出 : 由 于 所 考虑 的 群 都 是 有 
卫生 成 的 店 由 群 ， 因 此 证 明 Re 是 分 裂 的 ， 相 当 于 证 明 它 的 转 
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Ind: BR(H) — RCG), 
由 Brauer 定理 , 它 的 确 是 满 射 ,] 


11.2 Frobenius 的 一 个 定理 


如 同 在 第 十 章 里 一 样 ， 我 们 令 4 表示 由 & 次 单位 根 所 生成 的 
的 子 环 , 这 里 8 一 Card(C). 

令 =” 是 -个 兰 工 的 整数 ，(g;, *) 是 8 与 的 最 大 公 因 子 . 如 
果 / 是 G 上 一 个 函数 , 令 亚 j 表示 通 数 * 上 > Kx")。 容 易 验证 ( 参 
看 习题 9.3), 算 子 "将 R(G) 映 人 人 自身， 再 者 ,我 们 有 

定理 23 如果 1 是 6 上 在 4 肉 训 信 的 一 个 检 生 阁 。 导 分 入 
gf 属于 4@R(G). 


a 
设 c 是 G 的 一 个 共 轩 类 ， 令 表示 。 的 等 钙 数 ， 它 在 < 上 
到 信 1 而 在 6 一 。 上 取 值 0， 那 么 画 数 Wf; 是 : 
» 1, 车 x"€ 。， 
2 一 上。 在 其 它 和 下 
每 -个 在 4 内 取信 的 类 函数 都 是 这 些 /的 线性 组 合 ， 这 栏 。 定理 
23 等 价 于 ， 


定理 23。 对 于 C 的 每 一 共 统 类 <， 函数 ”一 


人 (827) 
ABR(G), 

我 们 还 可 以 用 另 一 方式 来 表述 ; 

定理 23” 对 于 G 的 每 一 共 叔 类 。 和 G 的 每 一 特征 标 4 我们 


wy 大 了 


有 TiO 

取 X 是 单位 特征 标 ,由 此 就 得 出 : 

推论 1 G 中 这 昨 条 信 ze < 的 下 素 z 的 个 全 时 (gz) 的 信 
数 . 


特别 : 
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推论 2 和 如果” 能够 整除 G 的 阶 ， 钨 么 G 中 谐 呈 条 件 x* 一 1 
的 元 素 * 的 个 数 是 = 的 售 数 . 

(在 这 里 我 们 提出 Frobenius 的 一 个 猜想 :如果 G 中 满足 条 件 
了 一 工 的 元 需 * 所 成 的 集会 G 含有 "个 元 素 ,那么 C。 是 G 的 一 
个 子 群 ,) 

定理 23 的 证 明 (R.Brauer》 由 定理 21， 只 需 证 明 ， 函 数 


在 在 G 的 每 一 初等 子 群 吾 上 的 限制 都 属于 4@R(H), 现 


企 设 4 是 二 的 阶 ,那么 5/(g， =) 可 以 被 4/ za) 整除 ， 因 此 只 
需 证 明 ，。[h/(4,w)]"(Ressf) 属于 4@R(B)， 这 样 一 来 ， 证 明 
就 归结 到 初等 子 群 的 情形 ， 因 为 初等 子 群 是 p- 群 的 直 积 , 所 以 只 
需 对 六 群 的 情形 来 证 明 即 可 . 再 利用 这 种 群 的 每 一 不 可 约 特征 
标 都 是 由 一 级 特征 标 所 诱导 的 这 样 一 个 事实 ， 最 后 就 归结 为 证 明 
以 下 的 


征 标 ,又 令 一 工 X(o)。 和 ni nA). 四 


ec 


首先 ,这 些 ae 的 和 (固定 X, 令 “ 变 ) 等 于 忆 XGO， 也 就 是 说 ， 
如 果 X 一 1， 划 等 于 8， 否则 等 于 0. 于 是 
DY a = OCmodlg, 9)). 


因此 ,只 需 对 于 不 等 于 单位 类 的 那些 共 叔 类 来 证 明 引 理 10 就 够 
了 . 


将 = 写成 terr 的 形式 ,这 里 (p,m) 一 1. 令 关 是 “中 元 素 共 
同 的 阶 ,又 令 C 是 G 中 满足 条 件 x"E c 的 元 素 * 所 成 的 集合 。 因 
为 x? 一 x*”” 的 阶 是 关 盖 1， 而 G 是 一 个 p- 群 ， 所 以 * 的 阶 是 
p"*、 由 此 推出 ,如 果 = 是 一 个 满足 条 件 = 过 1(mod p*) 
入 和 《xz ~ zx" 从 而 x"& C; 再 者 等 式 所 宇 z 成 立 必要 且 只 
z 三 1(modp"™)。 换 名 活 说 ,《Z/p"**Z)* 中 同 余 于 1Cmod 六 ) 的 
元 素 所 成 的 于 漳 自 让 池 作 用 在 C 上 ?。 这 时 集合 C 在 了 作用 下 


1) 这 就 是 说 , 除 单位 元 外 , 研 的 元 率 在 C 中 没有 不 动 点 ， 一 译 首 注 


症 划 分 为 加 道 ， 我 们 只 需 证 明 , 在 每 -~ 轨道 上 的 X(*) 的 和 在 环 4 

中 可 以 被 (8, ») 整除 。 这 样 一 个 轨道 让 元 素 m+e% 所 组 成 ,这 里 

+ 遍历 QZV/p"Z、 因 此 X 在 这 个 轨道 上 的 值 的 和 等 于 
ac 一 XCx) > ar， 这 里 z 一 X(x*)。 


tmodp® 


然而 X(x)》 是 一 个 六 + 次 单位 根 ,而 * 是 一 个 p' 次 单位 根 , 所 以 


四 0， 和 荐 > 夫 1. 


因此 sex) 可 以 被 pr 整除 ， 从 而 自然 可 以 被 (8:z) 整除 ， 口 


习 是 
11.1 设 1 是 6 上 在 Q 中 取 慎 的 一 个 类 函数 ,上 共有 了 以 下 性 质 : 对 于 一 切 
与 ? 互 过 的 ms f(z") = 从 *). 证 明 , 1 属于 QE&R(G).[ 利 用 定理 21 归结 到 
循环 群 的 情形 .] 由 定理 23 挂 出 ,如 果 f 在 Z 内 取信 ， 那 么 函数 (g/ (em))"f 
属 F 闭 RC6). 将 这 个 结果 应 用 到 单位 美 移 特 征 洱 数 上 。 


11.3 Brauer 定理 的 逆 
和 节 ， 


De 击 i Bn 
(mod pA), 
令 5(w) 表 示 * 的 一 急 共 轿 元 素 所 成 的 集 ， 那 么 

Ny CardZ(r) 总 

gr x) Ca J 
令 (Yjer 是 SC(x) 咱 日 所 合 的 互 不 相同 的 态 - 共 元 类 ， 并且 在 每 
一 ;选取 一 个 元 素 y;。y; 在 喜 中 共 亏 元 素 的 个 数 等 于 CardY;, 也 
等 于 (H;:HNZCyi))， 所 以 
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， CardZ (x) 
一 如 Card Yi* $i) 


、 Card 20) 

一 0D, 这 里 二 一 Gn 0 
假设 对 于 某 一 i€ 1，w; 节 0(modp)， 那 么 CardZ(y,) 和 Card(HN 
2Z(y,)) 可 以 被 ?的 同一 个 鹤 所 整除 ;因此 下 介 Z《y;) 的 一 个 Sylow 
P- 字 群 Pi 也 是 Z(yi) 的 一 个 Sylow p- 子 群 。 如果 C; 是 y; 所 生成 
的 循环 群 ,那么 C; x 疡 包含 在 五 内 ,并 且 是 群 CE 中 与 yj 相伴 的 一 
个 p- 初 等 子 群 。 因为 y; 与 * 在 6G 中 共 顽 ,所 以 群 C; Xx Pi 与 C x 
己 共 犁 :这 与 对 于 总 的 假设 相 违 ， 这 样 , 对 一 切 i€ 7 都 有 ;二 
0Cmod p)， 从 而 由 Cs) 宇 0Cmod p4). 口 

定理 24 (J. Green) 令 《Hi)iet 是 6G 的 一 个 于 群 族 ,使 得 
R(G) 一 Pierlnd RCH). 那么 6 的 每 初等 壮 群 都 包 念 在 某 一 
二 的 一 个 扫 弦 于 天 内 。 

令 C XP 是 6 的 一 个 p 初 等 子 群 ， 我们 总 可 以 假设 这 个 子 
群 是 极 大 的 ， 从 而 与 6 的 一 个 -元 索 * 相伴 。 如果 C XP 不 包 
含 在 任何 H; 的 共 元 子 群 内 ， 那 入 上面 的 引 理 表 肯 , 对 于 一 切 
Xe 互 fnd RCH,)， 都 有 XCx) 宇 0 (mod p44); 特别 对 于 X 等 于 6 
的 单位 特征 标 时 也 成 立 ,这 是 不 可 能 的 . 口 

换 名 话说 ,初等 子 群 族 是 使 得 Brauer 定理 成 立 的 “最 小 " 子 群 
族 . 


114 A@R(G) 的 谱 

设 C 是 一 个 交换 环 ，C 的 一 切 素 理想 所 成 的 集合 呀 做 C 的 
谱 , 记 作 Spec(C)。 参看 Bourbski， 交换 代数 ,第 二 章 . 

我 们 将 确定 环 4@RCG) 的 谱 (我 们 也 可 以 措 述 RCG) 的 谱 ， 
但 是 比较 复杂 ). 

令 CKG) 表示 G 的 共 轿 类 所 成 的 集合 . 环 4 可 以 与 G 上 
在 4 内 取 值 的 类 函数 所 成 的 环 等 同 起 来 ; 如 果 了 属于 这 个 环 , < 
是 一 个 共 顽 类 , f 在 < 中 任何 一 个 元 素 上 的 值 记 作 万 c)， 内 庙 
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4 一 4@R(G) -> 4519 定义 了 映射 
Spec( A*®) 一 Spec( AB REG)) — Spec( A). 

这 两 个 映射 都 是 满 的 ;这 一 点 可 以 由 ,例如 , 459 在 4 上 (甚至 在 
忆 上 ) 是 整 的 这 一 事实 推出 ,参看 Bourbaki, 交换 代数 ,第 四 章 ,，5 2. 

另 -- 方 面 ， 我 们 知道 ，Spec( 4) 是 由 理想 0 和 4 的 极 大 理想 
所 组 成 .再 者 ,如 果 M 是 4 的 一 个 极 大 理想 , 那么 域 4/M 是 有 限 
域 , 它 的 特征 叫做 对 的 剩余 特征 ， 

4ero 的 谱 可 以 与 CKG) x Spec(4) 等 同 起 来 ; 对 于 每 一 
< CKG) 和 每 一 MESpce(4)， 令 42 中 满足 条 件 1c)EM 
的 那些 函数 f 所 组 成 的 素 理想 M。 与 它们 对 应 ，M, 在 Spec(4@@ 
R(G)) 内 的 象 是 素 理想 Pu 一 Men (4@RCc))。 

命题 38 如 果 

人 对 于 每 -个 业 ce CIKG)， 令 Po 与 它 对 应 ， 

GD 对 于 每 一 刀 正 则 娄 < 和 4 的 每 一 个 症 余 特征 为 的 级 
太 理想 M ， S Pu 与 它们 对 应 ， 


(一 个 夫人 半 四 做 六 主见， 如果 它 由 -元 素 所 组 成 ， 参看 
10.1.) 

因为 Spec(4cr@) 一 Spec(4@RCG)) 是 满 射 ( 见 上 面 ), 所 以 
A@R(G) 的 每 一 素 理想 p 都 具有 Pu 的 形式 ; 因为 p 门 4 等 于 
M ,所 以 p 确定 了 M， 只 剩 下 确定 怎样 的 一 对 共 轿 类 c, 和 c, 能 使 
Puw 一 Pu 于 是 命题 30 就 归结 为 以 下 的 命题 : 

命题 39 

© 如 果 M 一 0， Po,s, — Pow, 等 从 二 pe 


EE 

要 证 明 (i)， 只 需 证 明 ， 如 果 sm 关 cx， 那么 存在 一 个 元 素 
f& 4@RCG) 使 得 fei) 关 0 而 做 ex) 一 0. 这 一 点 是 显然 的 ( 取 
f 是 在 " 上 取 值 z 而 在 其 它 的 类 上 取 值 " 的 函数 即 可 )。 
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如 果 对 的 剩余 特征 为 p, 和 引 理 7 的 证 明 类 似 , 容易 证 明 ， 
Pu 一 Pue 《参看 习题 10.4)。 另 一 方面 ， 引 理 8 表明 ， 如果 
闫 6， 则 Prue; 闫 Puy。 于 是 (让 成 立 . 口 

(1) 令 了 是 4@R(G) 的 一 个 理想 .要 证 了 等 于 4@R(G)， 
只 需 证 明 I 不 包含 在 任何 这 样 的 素 理想 Pu,. 内 就 够 了 ; 这 就 是 
Brauer 定理 的 证 明 中 所 采用 的 方法 (还 可 以 看 下 面 的 习题 11.7). 

《2) 我 们 可 以 利用 图 象 将 Spec( 4@R(G)) 表示 成 对 应 于 各 
个 类 。 的 “直线 ”D, 的 并 集 , 每 一 条 这 样 的 直线 都 表示 Spec (4). 
这 些 直 线 按 以 下 方式 相交 : D。 和 De 在 4 的 一 个 剩余 特征 为 
的 极 大 理想 M 上 面 有 一 个 公共 点 ， 必 要 且 只 要 c, 和 c 的 -分支 
相等 . 


Spec (A OV ROGN 
| 
! a 
i Spec (A 
， 
i 
2 Sper{Z) 


《 设 C 是 一 个 交换 环 。Spec(C) 的 一 个 子 集 下 在 Zariski 拓扑 
内 是 球 集 ,必要 且 内 要 存在 HCC, 使 得 PE <> ?二 刀 .) 

令 * 是 G 的 一 个 元 素 , 它 的 阶 是 吉 p*…… p23 x 可 以 分 解 为 
积 x 一 zpxp xp 这 里 xx 的 阶 是 部 .= 所 在 的 类 与 x;,……… 
zk 所 在 的 类 有 同一 如 -正则 分 支 。 因 此 ，Spec (4G@R(G)) 的 对 
应 的 "直线 "相交 ;再 者 ,每 一 条 这 样 的 直线 都 与 Spec(4) 同 构 , 它 
们 都 是 连通 的 .一 步 一 步 地 进行 下 去 ， 直 到 得 出 单位 元 的 类 ， 枯 
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此 ,Spec( 4@R(G)) 是 连通 的 . 口 

推论 Spec(R(G)) 是 连通 的 

事实 上 ，Spec (R(G)) 是 Spec (4@R(G)) 在 一 个 连续 猴 射 
之 下 的 象 ， 

例 作为 群 G 取 对 称 群 名 .一 共有 三 个 类 : 1, c.《 由 二 阶 元 
素 组 成 ) 和 <: (由 三 阶 元 素 组 成 )。 在 4 里 有 唯一 的 剩余 特征 为 2 
的 素 理想 P; 同 样 ,有 唯一 的 剩余 特征 为 3 的 素 理想 ps。4@R(G) 
的 谱 田 三 条 "直线 "组 成 ,它们 相交 如 下 图 : 


2 ‘a 


1 Spee (A RG 


注 记 ”这 一 节 的 结果 已 经 由 G. Segal 推广 到 紧 Lie 群 的 情形 
(Publ. Math. I. H. E. §., 3, 1968). 


习 是 


11.2 证 明 Pw,。 的 剩余 域 是 4/M 。 

11.3 设 B 是 一 个 4 代数 ， 试用 Spee(B) 来 确定 Spec(B@R(G)),[ 利 
用 命题 30 和 30 的 证 明 .】 

11.4 令 K 是 4 的 商 域 而 了 是 K/Q 的 Galois 群 。 我 们 知道 。 与 
(ZetZ)” 同 构 。 令 工 通 过 它 在 4 上 的 作用 而 作用 在 4@R(G) 上 ;确定 它 在 
Spe:(A@R(G)) 上 相应 的 作用 。 注意 R(c) 是 4@R(6)》 中 波 T 固 定 的 元 
素 所 成 的 子 环 * 由 此 得 当 SnecCR(6))。 

1.5 当 G 是 Abel 刊 时 ， 确定 spee 《cj)，[ 注 意 4[c] 可 以 与 
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4@R(6) 等 同 起 来 ;这 里 各 是 6 的 对 偶 ( 参 看 习题 3.3).] 

11.6 令 B 是 A 中 如 下 的 耳 数 了 所 成 的 子 环 :对 于 4 的 每 一 极 
大 理想 MY 和 每 一 类 <, M 的 剩余 特征 为 而。 的 p- 正 则 分 支 为 ,我 们 有 
He) 三 Ho)(modM)。 证 明 4@R(G)cB, 并 且 这 两 个 环 有 相同 的 谱 ; 绽 出 一 
个 例子 在 这 个 例 于 里 这 两 个 环 不 相等 . 

11,7 令 昌 是 G 的 一 个 子 群 ， 而 1h 是 4 区 ndg 的 象 , 它 是 4GR(c) 的 
理想 . 

(3) 令 < 是 G 的 一 个 类 , 证 明 , 1s 包含 在 Pose 内 必要 且 只 要 HNe 一 
5 

(b) 令 * 是 一 个 p- 正 则 类 ,MM 是 4 中 含 肠 的 一 个 素 理 想 。 证 明 , a 

包含 在 Py, 内 必要 且 只 要 日 不 包含 纪 的 元 素 相 伯 购 9- 初等 拖 群 。 

《e) 由 (b) 得 出 定 埋 18 各 24 另外 的 证 明 . 
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第 十 二 章 有 理性 问题 


迄今 为 上 ,我 们 只 是 讨论 了 定义 在 复数 域 C 上 的 表示 ， 实 际 
上 ;以前 各 地 的 一 切 证 明 在 特征 为 零 的 代数 闭 域 上 ,例如 , 在 @ 的 
一 个 代数 闭 包 上 ， 仍 然 成 立 ， 现 在 我 们 将 看 一 下 不 是 代数 闭 域 的 
情形 是 怎样 的 . 


12.1 环 Rx(G) 和 RxCG) 


在 这 一 节 轩 , 开 表示 一 个 特征 为 零 的 域 ,C 是 天 的 一 个 代数 闲 
包 、 设 了 是 一 个 K- 向 量 空间 ， 令 Fe 表示 通过 由 到 C 的 统 量 
扩张 而 得 到 的 C- 向 量 空间 C@x。 如 果 G 是 一 个 有 限 群 ， 那 么 
域 上 上 每 一 线 修 表 示 p:6 - GL(V) 定义 了 域 C 上 一 个 表示 : 

pc:G > GLV) > GLOTO), 
使 用 "“ 模 "的 记 法 (参看 6.1) ,我 们 有 
Ve ~ cIGJQuom。 
2 的 特征 标 to。 一 Tx(p》 上 与 Pe 的 特征 标 相间 ; 它 是 G 上 在 中 取 
值 的 一 个 类 函数 

我 们 把 G 在 K 上 的 表示 的 特征 标 所 生成 的 群 记 作 Re(G); 它 
是 在 第 九 、 十 和 十 一 章 里 所 研究 的 环 RC(G) = Re(G) 的 一 个 于 
环 。 

我 们 也 可 以 定义 Rk(G) 为 有 限 型 K[G]- 模 的 范畴 的 Grothsadieck 群 ， 
参看 第 三 部 分 ,第 十 四 齐 。 

命题 32 令 (V,, pj) 是 G 存 K 上 一 切 互 不 相间 ( 芍 切 到 同 构 ) 

下 可 约 线性 表示 ，X; 是 相应 的 特 各 

(a) 往昔 为 作 咸 RkCG) 的 一 个 

人 这 生 两 再 下 


36 。 


{和 通常 一 样 ,这 里 的 正 交 性 是 对 于 双 线 性 型 
《一 二 怠 p(D$G) 


来 说 的 .] 

显然 ,多 生成 Rk(G)， 另 一 方面 ， 如 果 i 闫 j， 那么 Hom' 
《Vi Vi) 一 0， 然而 一 般 说 来 ， 如 果 了 和 了 王 分 别 有 特 征 标 xy 和 
Xw， 那么 由 7.2， 引 理 2, 我 们 有 

dimrHom (VY ,W) 一 dimcHom (Ve We) 一 《tr Xe 

因此 ,如 果 i 将 js 则 《Xi Xi) 一 0, 而 《Yi %》 一 dimEnd‘(V,) 
是 一 个 之 1 的 整数 (等 于 1 必要 且 只 要 Vc 是 不 可 约 的 , 即 了 是 绝 
对 不 可 约 的 ,参看 Bourbaki[8]，$13，z4)。 特 别 , 这 些 为 线性 无 
关 . 口 
G 在 C 上 一 个 线性 表示 说 是 在 K 上 可 实现 的 《或 在 K 上 是 有 
悍 的 ), 如 果 它 与 一 个 形 如 pe 的 表示 同 构 , 这 里 是 G 在 RK 上 一 个 
线性 表示 ;这 相当 于 说 ， 这 个 表示 可 以 通过 系数 在 天 内 的 矩阵 来 实 


全 33 G6 在 上 一 个 线性 未 示 在 天上 可 实现 的 必要 上 且 充分 


这 个 条 作息 然 是 必要 的 反之 ， 假设 这 个 条 件 波 满 足 ， 令 X 
是 所 给 的 表示 的 特征 标 。 根 据 命题 32 ,我 们 有 xX 一 Dn,X, me 全. 
因此 ,对 于 一 切 i 都 有 

Xs XY nas XY 

因为 x 是 G 在 C 上 一 个 表示 的 特征 标 ,所 以 内 积 《X, 加》 之 09. 由 
此 得 出 是正 的 ， 因 而 所 给 的 表示 可 以 写成 这 些 V, 的 和 ， 每 一 
V'; 重 复出 现 次 ， 口 

同 理 可 证 ,在 这 个 问题 里 的 实现 除 K- 问 构 外 是 唯一 的 . 

同 环 Rx(6) 在 一 起 ,我 们 还 要 考虑 RCG) 中 在 天 内 取 值 的 元 
素 所 成 的 子 环 玉 x(G)。 显然 Rx(G)CRx(G). 更 进一步 ,我 们 有 


首先 ,G 在 C 上 每 一 不可 约 表示 者 在 K 的 划一 个 有 扩 域 上 
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可 实现 (可 以 取 由 一 个 相应 的 矩阵 表示 的 系数 所 生成 的 扩 域 ). 因 
此 ,存在 的 一 个 有 限 扩 域 工 , 使 得 Re(G) 二 RCG). 令 d 一 I; 
天 ] 是 这 个 扩 域 的 次 数 。 于 是 这 个 命题 就 由 以 下 引 理 得 出 : 

引 理 12 d* Rx(G)CRK(G). 

首先 , 令 是 G 在 工 上 一 个 线性 表示 :特征 标 为 X; 通过 纯 量 
的 局 限 ,可 以 将 [看 成 一 个 天 -向 量 空间 ( 维 数 放大 了 上 倍 ),， 而 且 还 
是 G 在 上 上 一 个 线性 表示 。 我 们 立即 看 出 这 个 表示 的 特征 标 等 于 
Trrx(Xt)， 这 里 Trwx 是 对 应 于 扩 域 L/K 的 迹 ， 根据 线性 可 知 ， 
对 于 RCG) 的 每 一 元 素 X, TrwxCX)€ RxCG). 

特别 , 取 Xe 有 x(G)， 见 假定 的 值 属 了 于。 于 是 Trwx(X) 
一 dX; 所 以 4* XE Rx(G)。 证 举 . 口 


12.2 Schur 指标 


利用 闪 单 代数 的 理论 ,也 可 以 得 出 上 一 节 的 结果 ,而 且 更 为 精 
确 。 我 们 扼要 地 论述 如 下 : 
代数 K[G] 是 一 些 单 代数 4: 的 直 和 ,这 些 4; 对 应 于 G 在 K 
上 一 切 互 不 相同 的 不 可 约 表示 Vj， 如果 Di 一 Hom 人 Vi,V)) 是 6 
在 End(V;) 内 的 换 位 代数 ,那么 D; 是 一 个 体 (一 般 非 交换 ), 而 4 
可 以 与 D; 上 向 量 空间 7 的 一 切 自 同 态 所 组 成 的 代数 Eodp, (V1) 
等 同 起 米 ， 如 果 [Vi:D;] = mw 那么 和 4 人 之 及, (DD) (D} 上 的 
; 阶 全 阵 代数 )。 这 里 D; 是 D, 的 反 向 环 ”。 再 者 , D, 在 它 的 中 心 
K; 上 的 次 数 是 一 个 平方 数 。 记 作 ms 整数 wm; 叫做 表示 V; 的 (或 
分 支 4 的 ) Schur 指标 。 
令 re G, Pls) 是 六 的 相应 的 自 同 态 ， 我 们 要 考虑 wk) 的 
三 种 * 迹 ”: 
(a) 作为 一 个 玉 - 息 同 态 。o(4) 的 迹 : 这 就 是 以 前 记 作 X(9) 
的 那个 K 中 的 元 素 . 
(p) 作为 一 个 KRr- 自 同 态 。 pi(9) 的 迹 ;这 是 K, 的 一 个 元 素 ， 
D En 《xsy) 一 >yxz， 这 样 得 到 的 环 叫 做 Di 的 反 向 还 、~ 一 泽 
注 
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我 们 将 它 记 作 pxs)。 
(ce) 作为 单 代数 4; 的 一 个 元 素 ，pi(5) 的 约 化 迹 (例如 ,参看 
[8]，$ 12,n03); 这 是 KR 的 一 个 元 素 , 我 们 将 它 记 作 加 (9)。 
这 几 种 迹 被 以 下 的 公式 联系 着 : 
KA) — Treyr(p()) 而 pA mbils). 
现在 令 亏 ; 是 域 K; 到 代数 闭 域 C 的 一 切 玉 - 同 态 六 成 的 集 。 
如 果 o€ ;那么 通过 0 作 K, 到 C 的 纯 量 扩张 , 使 D, 成 为 全 阵 
代数 MKCC)， 而 4; 成 为 股 ,,mn(C)， 作 合成 映射 _G 一 4, 一 
Mimi《C)， 我 们 就 得 到 6G 在 C 上 一 个 不 可 约 表示 , 它 的 级 是 nmi， 
而 特征 标 是 wo = (4,)。 对 于 固定 的 指标 i 来 说 ,特征 标 ps 
是 彼此 共 皂 的 : 5 在 入 上 的 Galois 群 可 迁 地 置换 这 些 特 征 标 。 而 
且 ,G 在 C 上 每 一 不 可 约 特征 标 都 等 于 某 一 个 由。 我 们 有 
Ki Tr ) = DY oli) mi mv 


这 样 就 将 分 解 为 C 上 不 可 约 特征 标的 和 。 

现在 令 xX 导 disbio 是 RCG) 的 一 个 元 素 ， 这 里 di 都 是 
整数 。 要 使 # 的 值 在 久 中 ， 必 要 且 只 要 X 对 于 C 在 天 上 的 Galois 
群 不 变 , 即 d,s。 只 依赖 于 i。 如 果 是 这 一 情形 , 那么 就 令 di 表示 它 
们 的 共同 的 值 , 我 们 有 
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于 是 我 们 有 以 下 命题 , 它 是 命 古 34 的 精密 化: 
命题 35 一切 特征 标 bi 一 X%/m， 组 万 Kx(G) 的 一 个 基 。 
K(G) 说 是 报 分 裂 的 ,如 果 所 有 D 都 是 交换 的 ;的 一 句 话说 ， 
如 果 schur 指标 mr 者 等 于 1 了 是 由 人 35 有 出 以 下 的 
特别 ,在 下 列 的 每 一 情形 邦 有 RxCG) = Re(G): 
的 ”6G 是 Abd 群 《因为 这 时 K[G] 以 及 一 切 刀 ,都 是 交换 
的 ). 
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(ii) 到 的 有 限 扩 域 的 Brauer 群 必 平凡 的 。 


习 题 


12,1 证 明 ， 在 第 五 章 里 所 考虑 的 一 切 有 限 群 的 schar 指标 都 宕 于 1. 

12.2 令 G 是 交错 群 gg (参看 5.7)。 证 明 ，Q[c] 被 分 成 单 因子 的 直 
积 的 分 解 有 以 下 形式 : 

Q[cl = Qx Q(w) x MAQ), 
这 里 QCw) 是 对 Q@ 添 加 一 个 三 次 单位 根 包 而 得 的 二 次 扩 域 . 

12.3 令 G 是 四 元 数 群 { 土 1, 土 i; 土 i 土 仿 ， 群 G 有 14 个 一 级 特征 标 。 
值 在 { 土 1} 内 ; 另 一 方面 , G 在 Q 上 的 四 元 数 体 Ho 内 的 自然 媒人 定义 一 个 
同 态 满 射 Q[G] 一 Ho。 证 明 ,0[6] 被 分 成 单 因子 的 直 积 的 分 解 是 

Q[c] = QxQxQxQxi. 
最 后 一 个 因子 的 Schur 指标 是 2? 而 相应 的 特征 标 少 被 如 下 地 给 出 : 
$1) = 一 2 多- 一 一 2 $=0 车: 赤土 1。 
因此 ，K(6) 是 拟 分 裂 的 充分 且 必 要 条 件 是 K 凶 Ho 与 妹 (K) 同 构 ; 证 明 
这 个 条 件 相当 于 说 一 1 是 天 中 两 个 平方 数 的 和 。 

12.4 证 明 ，schur 指标 w: 能 整除 6 的 中 心 的 指数 <，[ 注 意 以 i, 为 
特征 标的 不 可 约 表示 的 级 是 由 mi， 并 且 应 用 命题 17, ] 由 此 推出 a* Rx(G) 
包含 在 Rx(G) 内 

12,5 令 工 是 K 的 一 个 有 限 扩 域 . 证明， 如 果 LLG] 是 拟 分 裂 的 那么 
[5:K] 可 以 被 每 一 5chur 指标 m 整除， 


12.3 在 割 加 域 上 的 可 实现 性 


保留 前 两 节 的 记 法 ,并且 令 普 表示 G 的 元 素 的 阶 的 最 小 公信 ; 
它 是 z 的 一 个 因子 . 

定理 25 (Bueo)。 如果 不 包 命 二 包 次 单 你 根 ,那么 
Rx(G) ~ R(G). 

根据 命题 33, 由 此 得 出 

推论 “6 交 生 -如 作 束 未 在 天 上 可 宗 于 . 

《这 个 结果 曾 被 Schur 猜想 过 ,》 

令 XE RCG)。 由 10.5, 定 埋 20。 我 们 可 以 将 X 写成 
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X= 二 2Ind(e) Cr, € 2), 
这 里 p, 是 6G 的 子 群 H; 的 一 级 特征 标 。 gq; 的 的 值 都 是 严 次 单位 
根 , 它 们 都 属于 用 ， 因 此 , qi € RK(H1)。 然 而 ,如 果 记 是 6G 的 一 个 
子 群 , 那么 显然 md8 将 RKCH) 映 人 Rk(G)。 因 此 , 对 于 一 切 i 
部 有 Indhi(pi) & Rk(G)， 定理 被 证 明 , 口 


习 又 


12,6 证 明 ，G 的 schue 省 标 (在 任意 域 上 ) 能 整除 Ruler 函数 Y(m)。 
{利用 习题 12.5] 


12.4 群 Rx(G) 的 秩 


现在 回 到 一 个 特征 为 零 的 任意 域 K 的 情形 ， 我 们 将 定 出 群 
Rx(G) 的 秩 ; 一 个 等 价 的 提 法 是 ， 定 出 G 在 天上 不 可 约 表示 的 个 
数 ， 

选取 一 个 整数 wm, 它 是 C 的 元 素 的 阶 的 一 个 公 售 数 (例如 , 取 
它们 的 最 小 公信 或 G 的 阶 8)。 令 工 是 对 天 褒 加 一 切 m 次 单位 根 
所 得 的 扩 域 。 我 们 知道 (例如 ,参看 Bourbaki, 代数 ,第 五 章 , $ 11)， 
LIK 是 Galois 扩 域 而 它 的 Galois 群 Gal《L/K) 是 之/m 儿 中 一 切 
可 逆 元 素 所 成 的 乘法 群 《Z/m 之 )* 的 一 个 子 群 。 更 确切 地 涪 , 如 
果 o& Gal(L/K), 那么 存在 唯一 的 元 素 4 ( 儿 /mZ)*, 使 得 

ow) 一 上 车 wm 一 |. 
我 们 将 GaKL/K) 在 《Z/m2)* 内 的 象 记 作 Tk。 车 +E Tx， 就 
令 呈 表示 Gal(L/K》 中 与 * 对 应 的 元 素 ， 前 一 节 所 考 虚 的 就 是 
Tx 一 {1} 的 情形 ， 

令 56G， 而 = 是 一 个 整数 。 那么 6G 的 元 素 ”只 依赖 二 关 
于 以 * 的 阶 为 模 的 剩余 类 ， 从 而 只 依赖 于 ” 模 w 的 剩余 类 ; 特别 ， 
对 于 每 一 上 6 Tx, “有 定义 。 群 Tx 作为 一 个 置换 群 而 作用 在 G 的 
底 集合 上 。 G 的 两 个 元 素 * 与? 说 是 Tx- 共 上 谣 的 . 如 果 存在 :é 
Fk， 使 得 * 与 了 在 G 里 共 斩 ， 这 样 定义 的 关系 是 一 个 等 价 关 系 ， 
共 且 不 依赖 于 普 的 选取 ; 申 这 个 关系 所 决定 的 类 叫做 6 的 Tx- 类 


iple 


《或 天 - 关 ),， 
定理 26 G 上 在 上 中 取信 的 类 函 数 了 属 二 K@zRCG) 的 必 
要 县 认 分 条 什 是 
(*) (fs)) ~ HK?)， 对 于 一 切 sEG 和 一 切 4 Tk. 
《 换 甸 话说 ,对 于 一 切 1€ Tx, 都 必须 有 of) 一 (站 ,参看 11.2.》 
令 p 是 G 的 一 个 表示 ,特征 标 为 Y。 对于:€ G，p(s) 的 特征 
值 wi; 都 是 m 次 单位 根 ， 而 p(s) 的 特征 值 是 w;。 于 是 我 们 有 
SAX) = oD) = Pw: = KX), 
这 就 征明 了 X 满足 条 件 (*)。 由 于 线性 ,对 于 天 G@R(G) 的 一 切 元 
素 部 成 立 . 
反之 , 设 了 是 G 上 一 个 满足 条 件 (*) 的 类 函数 。 那 么 
f= Pe, cr = ,Xs 
这 里 Xx 遍历 6 的 一 切 不 可 约 特 征 标 。 我 们 要 证 明 , cx 属于 KK; 根 
据 Galois 理论 ,这 就 相当 于 证 明 cx 在 一 切 o.(z€ Px》 之 下 不 变 。 
然而 如 果 中 和 x 是 G 上 两 个 类 函数 ,那么 容易 验证 ， 
《mp VX — Cp, X), 
因而 
ex = Cf,X) ~ C's PX = of) 0X) 
= ob, X)) = lex). 


定理 证 毕 . 
拍 论 1 6 十 在 内 取信 的 类 本 数 于 属于 天 名 Rx(G) 的 充分 


“ 训 昌 fe KRxO)， 那么 对 于 一 切 5EG 都 有 其 6K; 而 
公式 (*) 表 明 ,对 于 一 切 te Tx, 都 及 :) 一 了 Cs). 所 以 了 在 G 的 
Tx- 类 上 取 常 值 . 

反之 ， 没 了 的 值 在 天 内 且 在 G 的 Tx- 类 上 取 常 值 。 于 是 条 符 
《*) 被 满足 ,并 且 如 同上 面 一 样 ,可 以 写成 

f= Bf, XK, ‘Cf, Xe K, 
再 者 , 了 在 ox(te Tk) 之 下 不 变 这 一 事实 表明 , 《f,X) 二 《(f ,ao《X))， 
所 以 两 个 基 轿 的 特征 标 X 和 o《X) 的 系数 相同 将 属于 同一 共 轿 


02. 


类 的 特征 标 合并 在 一 起 ,我 们 可 以 将 f 写成 形 如 Trvx(z) 的 特征 
标的 线性 组 合 。 攻 为 后 者 属于 Rk(G) (参看 12.1), 于 是 就 证 明了 
这 个 推论 , 口 
[ 别 证 ， 令 Tk 通过 jc 一 (1) 作用 在 KGR(CG) 
上 ,注意 不 动 点 的 集合 就 是 天 BRKCG).] 
推论 2 设 因 是 G 在 类 上 一 邹 瑟 下 相同 的 不 可 约 表 未 的 管 和 


访 四 准 兴 1 和 到 
注 记 在 推论 1 里 可 以 将 Rk(G》 换 成 Kx(G). 事实 上 , 命 
题 34 表 朋 ， 
QB@Rr(G) = QORK(G) 从 而 KGRrCG) 一 天 BRrx(G)。 


12.5 Artin 定理 的 一 般 化 
设 电 是 G 的 一 个 子 群 。 映射 
Resn: RCG) -> R(H) 和 Indy: R(H) —> RCG) 
显然 分 别 将 Re(G) 映 人 Rx(H), 将 RKCH) 映 人 RxCG)。 因 此 
我 们 可 以 问 ， 当 丸和 次 必 Rx 时 ，Arin 定理 和 Brauer 定理 是 否 成 
立 ， 对 于 Artin 定 开 灯 说 ,和 答案 是 有 定 的 : 


an 一 QsRx(G) 


ba 
第 九 章 所 给 出 的 两 个 证 明 可 以 不 加 改变 地 用 在 这 里 。 第 一 个 
证 明 是 一 个 对 偶 性 论断 ; 需要 证 明 映射 
QRes: QB RAC) — PD QBRKH) 
是 单 的 ， 这 一 点 是 明显 的 ， 
第 二 个 证 馈 是 利用 公式 
= 103。 


8 一 > Ind8(9s), 参看 9.4, 命题 27， 
Er 


并 且 证 明 6w 属于 RxCH); 关于 后 一 论断 的 证 明 可 以 对 召 的 阶 作 
归纳 法 ,或 者 注意 6a 取 整 值 , 从 而 属于 枣 K(E)， 再 因为 妃 是 Abel 
的 , 折 以 有 Rk(H) 一 Rk( 昌 )， 上 面 的 等 式 表 有 明 , 常 值 淫 数 1 属于 
Q&Ind 的 象 ， 因 为 这 个 象 是 一 个 理想 ， 所 以 它 一 定 是 整个 的 环 
QE RK(G). 


12.6 Brauer 定理 的 一 般 化 


保留 前 面 几 节 的 记 法 。 容 易 看 出 ， 如 果 X 是 G 的 一切 初等 子 
群 所 成 的 集合 ,那么 映射 
Ind: OD RKC(H) > RK(G) 


一 般 不 是 满 的 (例如 ，G 一 &,, 天 一 RR)。 因 此 需要 把 X 换 成 一 个 
大 一 点 的 集合 Xx, 即 所 谓 “ Tk- 初等 子 群 "的 集合 ， 

令 ? 是 一 个 素数 。 G 的 一 个 子 群 豆 说 是 Tx-p- 初 等 的 ， 如 果 
它 是 一 个 p- 群 P 和 一 个 阶 与 # 互 素 的 循环 群 C 的 举 直 积 ?， 并 且 
以 下 条 件 被 满足 : 
("x) 对 于 )6 P, 存在 4 Ik, 使 得 对 于 任意 *e C 都 有 yzg 一 

( 当 Tk 一 {1} 时 ,这 个 条 件 意 昧 着 C 与 了 可 交换 ,从 而 召 一 
C xP 是 一 个 p- 初 等 群 ,》 

G 的 一 个 子 群 叫做 Tk- 初等 子 群 ， 如 果 至 少 对 于 一 个 素数 
来 说 , 它 是 Tk-p- 初 等 的 ， 

令 Xx 和 Xx(p) 分 别 表示 GG 的 Tk- 初等 子 群 族 和 了 k-p- 初 等 
子 群 族 ， 我 们 有 以 下 和 定理 19 相 平行 的 定理 ， 

定理 28 映射 nd; 乡 Rx(H) > Rx(G) 是 满 的 . 


HEXK 


如 同 在 10.5 时 一样, 定理 28 由 以 下 的 与 一 个 固定 的 素数 ?有 


1 不 娄 犯 子 群 C 与 12. 1 中 所 这 取 的 二 的 代数 闭 包 混淆 ;后 过 在 这 一 节 里 不 出 现 。 
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关 的 更 为 精确 的 结果 得 出 : 

定理 29 令 一 p"i 是 G 的 阶 ,这 里 Cp, 站 一 1。 常 什 鸭 数 1 
属于 映 庙 

hd: @ RH) > Re(G) 
ex 

的 象 Fk*， 特 别 ， Vk,s 在 Rx(G》 内 的 指数 是 痛 限 的 ， 且 与 ? 碟 
素 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 18' 的 证 明 完 全 类 似 ( 当 玉 是 代数 闭 王 
时 , 这 个 证 明 就 归结 为 定理 18' 的 证 明 ). 我 们 将 在 下 一 节 给 出 它 
的 证 明 . 现在 先 给 出 定理 28 的 两 个 推论 : 

命题 36 令 是 G 上 -- 个 类 函数 ， 中 属于 Re(G) 的 必要 且 
这 分 条 件 果 : 对 于 6 区 每 一 个 Tc- 初 等 了 群 如 ， 孝 育 RefKp) 
Re(D)， 

利用 定理 28, 我 们 有 恒等式 


1 一 > Ind8jn， 这 里 加 < RKCH)。 


两 如 乘 以 Pp 得 
四 = BD Indifa— DIndi(fn Rep). 


Hexk HeXK 


这 样 ,如 果 对 于 一 切 HE Xk，Resfp < Rx(H), 那么 p€ RK(G)。 
反 过 来 是 明显 的 


“人 PE RO). 对 于 HE XK， 我 们 有 Resgp 《下 xCH); 又 因 
为 K[H] 是 氢 分 型 的 ,所 以 RkCH) 一 Rk(H) 《参看 命题 35 的 推 
论 ). 于 是 由 前 一 个 命题 ,P 属于 Rx(G)。 因 此 Rx(G)=RxCG)， 
从 而 K[ GJ 是 拟 分 裂 的 ， 


习 是 
12.7 证 明 映 射 、Ind; 里 Re(E) 一 有 kx(G) 尽 满 的 。[ 利 吊 命 题 36 的 
HEXK 
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证 明 方法 .] 


12.7 定理 29 的 证 明 


令 4 表 示 由 症 次 单位 根 所 生成 的 工 的 子 环 。 

引 理 13 如 果 上 属于 4@Vxp, 那么 1€ Vy 

与 10.2, 引 理 5 的 证 明 一 样 . 

引 理 14 硅 4 中 只 有 有 限 多 个 来 理想 pus ops 包 合 六 于 


Pain pa 
pi 都 与 5 4/84 的 素 理想 对 应 ， 而 4/p4 是 一 个 特征 为 ?的 有 
限 环 .由 此 就 得 出 前 两 个 论断 。 因 为 《ma 人 - … 站 pa)/pA 是 Artin 


环 4/p4 的 恨 ， en 于 是 就 得 到 第 三 个 论断 口 


7- | ce Ru， 
准时 < 记 所 G 的 二 - 切 备 环 于 克拉 的 信 - 
令 四 一 1/g， 用 引 理 5 的 记 法 ,我 们 有 
1 一 三 Ind5(68c + Resgp). 

只 需 证 明 ,对 一 切 C, pc 一 9c* Res&p 属于 4@Rx(C)、 然而 pc 
前 信 可 以 被 C 的 阶 整 除 ;因此 , 如 果 X 是 C 的 一 个 一 级 特征 标 , 那 
么 人 pc,%》& 4。 再 者 , 由 二 在 Tk- 类 上 取 常 值 这 一 事实 得 出 ， 若 
ze Tx， 则 


(PesX) = Wpes VX) 一 《gc 到) 
这 样 , 在 pc 的 分 解 式 里 , 在 Kk 上 共 施 的 特征 标的 系数 相等 。 我 们 
可 以 将 pc 囊 成 特征 奈 XY 在 K 上 的 迹 的 4- 线 性 组 合 ; 所 以 pc 
4@Rx(C). 
引 于 16 设 =，?6 6， 定 们 的 z- 分 吉 是 Te- 共 年 的 ,如 
1c4@Rr(C)， 那 么 
fx) = fy) mod p), i 1 h 
我 们 知道 了 在 Tx- 类 上 取 常 值 (定理 26, 推论 1)， 基 此 可 以 
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假设 * 是 7 的 p- 分 支 , 这 时 可 以 象 10.3, 引 理 7 一 样 来 证 旷 ， 
引 理 17 令 * 是 6G 的 -个 疡 -元 素 ; 而 C 是 4 所 生成 的 德 环 于 


天。 令 NG) 基 6 中 请 是 下 条 人 的 届 泰 所 学 人， 存在 
te Tk 使 得 zj 一 “59 又 设 P 是 N(e) 的 一 个 Sylow p- 了 囊 ， 
那么 : 

(2 H=C:P 时 人 初生 了 

人 Cc 在 K 生 4 

(ce) 映射 RR) Roe) eg 

论断 (a) 是 明显 的 .要 证 〈b)， 只 需 考 起 妈 上 的 不 可 约 表示 
的 情形 ， 这 样 一 个 表示 可 以 如 下 地 得 到 ;， 从 一 个 同 态 X:C 一 工 * 
出 发 , 取 由 X(C) 在 玉 上 所 生成 的 工 的 子 域 Kx 作为 表示 空间 ,并 
且 由 公式 


pl)w = Kl)w, s€E C, wEK, 
来 定义 表示 p:C 一 GLCKW). 群 Tk 一 Gal(L/JK) 天 -线性 地 作用 
在 Kx 上 . 对 于 yeP, 令 56 Tk, 使 得 yxy = x'; 定义 ply) 为 mx 
在 Kx 上 的 限制 。 可 以 验证 p(y) 不 依赖 于 + 的 选取 ,并 且 
py)p(e)p0D 一 pz 
由 此 得 出 ,以 上 所 定义 的 C 和 了 到 GE(Kz) 内 的 同 态 可 以 开拓 为 
如 到 GL(Kx) 内 的 一 个 同 态 ， 这 就 证 明了 (b》。 由 《b》 即 得 出 
(co)。 


在 103 里 ,Tk 一 {1} 从 而 如 = C Xx P， 所 以 上 面 这 个 引 理 
是 明显 的 . 

引 理 18 保持 引 理 17 中 的 记 法 ， 存 在 由 6 4@RxCH), 使 得 
诱导 函数 4 ~ Dnd8b 具有 以 下 性 质 : 

国人 CD Omodp), 一 1 和 

(Gi) 对 于 任意 不 与 *Tx- 共 亏 的 世 - 元 素 ;来 说 ,Cs) 一 0. 


令 。 是 C 的 阶 ， 局 是 如 下 定义 的 C 上 的 函数 .如 果 存在 + 
Tx 使 得 y 一 x:， 则 cly) 一 。， 在 其 它 情形 pely) 一 0。 将 引 


1) N(x) 显然 是 G 的 一 个 于 群 。 一 一 译 老 注 
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理 15 应 用 到 C 上 ,就 得 出 gc《 4 多 Rx(C)、 由 引 理 17, 存在 we 
4@Rr(H) 使 得 Resty 一 gc。 我 们 证 明 由 满足 所 要 求 的 条 件 ， 

设 : 是 6 的 一 个 p'- 元 素 , 而 ?6 G,ysy” 是 -元 素 ， 如 果 
yy 了 EH， 那么 ysy 1E C， 而 且 当 yz? 二 不 能 写成 zte Tk) 的 
形式 时 ，g(ysy 1) 是 零 . 由 此 得 出 ， 若 :不 与 + Tx- 共 轿 ， 则 
岁 (9 一 0， 这 就 证 明了 (i)， 为 了 证 上 明 (让 , 令 Z 是 一 切 x'， 
te Tx， 所 成 的 集合 、 那 么 

1 rd(N Cr) 
由 0 而 柯 卫 2 

又 因为 ?是 N(x) 的 一 个 Sylow p- 了 于 群 (参看 引 理 17)， 所 以 
四 (x) 是 一 个 与 ? 互 素 的 整数 ,这 就 证 明了 (iD。 


i 

令 Co 是 六 正则 x- 类 的 一 个 代表 系 《 即 由 pr- 元素 组 
成 )， 对 于 每 -- 1e 4， 前 一 个 引 理 使 我 们 可 以 构造 这 样 的 mie 
QTke: 


pila) 关 0(modp)， 
并 且 


px(xp) 一 0， 若 1 党 所 
令 站 一 Dp. 那么 FP 属于 4@Vxk,s， 并 且 对 于 G 中 每 一 p- 元 
素 x， p(x) 关 0(modp)。 由 引 理 16 可 知 ， 这 一 结论 对 于 G 中 任 
意 元 素 * 都 成 立 , 
守 理 29 的 证 昌 的 守 戌 
令 peE4G@Txr 满足 引 理 19 的 条 件 ， 对 于 每 一 * 上 6 G 和 每 
一 i 一 1,.… ,4， 剩余 类 g(x)modp; 属于 域 4/p, 的 乘法 群 . 因 
为 域 4/p: 是 有 限 的 ( 引 理 14)， 所 以 存在 一 个 M 关上 使 得 对 一 
切 i 和 一 切 x《 G， 都 有 q(x*) 一 1(modpe). 于 是 由 引 理 14, 我 
们 有 px) 开 1 (mod p4)， 将 2* 举 # 次 方 我 们 得 到 Ee 
-4 加 px， 使 得 对 一 切 *E G 都 有 
$x) = 1(mod pn4)。 
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寺 是 本数 71(y$ 一 站 的 值 在 p"44 一 384 内， 由 引 理 15， MU 一 说 E 
4@Pxr。 相 了 减 , 就 得 到 1€ A@VE,p。 于 是 再 由 引 理 13， 就 得 到 
这 个 定理 . 口 

习 题 


12.8 确定 于 4@Rk(G) 的 谱 ，[ 除 了 将 共犯 类 痪 成 Tx- 类 外 ， 这 个 结 
果 与 11.4 的 结果 一 样 .] 
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第 十 三 章 ”有 理性 问题 : 例子 
保留 第 十 二 章 里 的 记号 


13.1 有 理 数 域 的 情形 

令 6 是 一 个 愉 为 8 的 有 限 群 ,m 是 G 的 元 素 获 哈 的 一 个 公信 
数 。 以 有 理 数 域 @ 作 为 基础 泪 上 KK， 而 Qim) 是 对 Q@ 湛 加 mw 次 单 
位 根 所 得 的 扩 域 ，Q《m) 在 @ 上 的 Galois 群 就 是 在 12.4 里 记 作 
Te 的 那个 烙 ; 它 是 群 (Z/mZ)* 的 一 个 于 群 。 实际 上 ,我 们 有 以 下 

定理 (Gauss) Fo 一 (Z/mZ)*. 

《这 相当 于 说 ,m 次 审 加 多 项 式 go 在 Q@ 上 不 在 约 .》 

我 们 假定 这 个 经 典 结果 是 已 知 的 ;证 明 可 以 看 , 例如 ，Lang 
[107, p. 204. 


应 用 124 的 结 条 ， 
定理 30 令 f 旺 6 上 在 Q(m) 内 中信 的 一 个 类 人 
GD 

都 有 o(D) 一 wep), 

Cb) 7 属于 QSRakG) 必要 内 村! 的 和 在册， 并 和 对 


( 回 亿 一 于 a 是 Qtm) 的 一 个 自 同 构 ， 它 把 一 个 m 次 单位 根 
肌 成 它 的 次 置 ， 而 (7) 机 数 人 ) 


这 向 定 训 2 26 购 从 记 2 得 到 。 
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推论 2 下列 作 厂 是 等 价 的 : 
CD。 6 的 每 - 乱 征 标的 他 部 在 QI 


特征 标的 信者 是 代数 整数 ， 从 而 只 要 它 们 在 QI 就 一 定 在 之 
内 ,这 就 得 出 GD 和 (i) 的 等 价 社 。(i) 和 《ii 的 等 价 性 由 定理 30 
得 出 - 

例 

(1) 对 浆 群 5, 满足 《 直 , 从 而 满足 Q。 再 者 ,还 可 以 证 明 ， 
人 的 每 一 表示 都 在 Q 上 可 实现 , 即 RC(S,) ~ Re(S,). 

{2) 四 元 数 群 G ~ { 土 1 , +i, 土 j, 土 站 满足 推论 2 的 条 
御 . 所 以 天 a(G) 一 RCG); 群 Ra(G) 是 R(G)》 的 一 个 指数 为 
2 的 子 群 ,参看 习题 12.3. 

设 到 是 G 的 一 个 于 群 。 全 lw 表示 互 的 单位 特征 标 ， 令 蕊 表 
示 In 所 诱导 的 G 的 特征 标 (也 就 是 在 G6/H 上 置换 表示 的 特征 标 ， 
参看 3.3， 例 2). 


线性 令 合 ,这 里 C 沁 万 的 
"二 相 当 于 说 ，QBRCCC) 由 一 切 这 祥 的 二 生成 ， 因 为 
Q@Ra(c) 带 有 非 退 化 双 线 性 型 
9,8) > (4), 
所 以 这 就 相当 于 证 明 。Ra(G)》 中 与 所 有 的 1 正 交 的 元 素 8 一 定 
等 于 零 ， 然 而 我 们 有 
(0,18) =— (Res 0,10) 一 二 二 并 (5), 

这 里 < 一 Card (C)， 所 以 定理 31 等 价 于 

定理 31， 设 9e Ra(G)、 如 果 对 于 G 的 每 一 循环 子 群 C 来 
说 ， 加 0 一 0， 那么 9 一 0. 

我 们 对 Card(G) 作 归纳 法 来 证 明 这 个 结果 . 令 :6 G; CC) 
是 由 * 记 生 成 的 G 的 循环 子 群 . 设 xe C()、 如 果 z 生成 CCs)， 


*Ill* 


那么 因为 * 与 + 是 Te- 共 亏 的 ， 所 以 9C*) ~ 6(9); 如 果 = 生成 
C(s) 的 一 个 真子 群 ， 由 归纳 法 候 设 (应 用 于 9 在 这 个 子 群 的 限制 
上 ), 6(x) 一 0. 于 是 有 

go) ~ 4 + 9(s), 


CU 


这 里 是 Cs) 的 生成 元 的 个 数 。 然 而 由 恶 设 ,我 们 有 
D060) — 0, 


.0 
所 以 gC) =0. 口 

推论 令 V 和 WV' 是 6 在 Q 上 的 两 个 线性 表示 .那么 FP 与 
同 构 必 要 县 只 要 对 于 6 的 每 循环 于 登 C ,都 有 


这 里 Fe 和 Fe 分 别 表示 和 V 中 在 之 下 不 李 的 允 素 所 万 的 于 
空间 . 
“必要 竹 是 明显 的 。 要 证 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 可 以 令 友 和 北 
分 别 是 了 和 的 特征 标 .我 们 有 
dimFc 一 《Rer8&X ， lcyc 
因此 对 于 每 一 C,《ResEX 一 光 ),ic》c 一 0 于 是 由 定理 31', X 一 
x 一 0， 所 以 V 与 V' 同 构 . 口 

(1) 一 般 说 来 , 即使 遍历 G 的 一 切 子 群 所 成 的 集合 ， 
Ra(G》 的 每 一 元 素 也 不 一 定 是 特征 标 18 的 整 系数 线性 组 合 ( 参 
看 习题 13.4). 

《2)》 由 定理 31 得 出 以 下 结果 : 设 F/B 是 数 域 E 的 一 个 有 
限 次 Galois 扩张 ,X 是 Gal(F/) 的 一 个 在 Q 上 可 实现 的 线性 表 
示 的 特征 标 、 那 么 可 以 将 关于 X 的 Artin -函数 写成 Fc 的 纪 函 
数 的 分 数 宕 的 乘积 ,这 里 Fe 是 中 对 应 于 Gal(F/E) 的 循环 子 群 
C 的 子 域 ， 


习 题 
13.1 令 G 是 一 个 阶 为 + 的 特 环 群 。 对 于 * 的 每 一 因子 4， 令 G4 表示 
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指数 为 了 的 G 的 子 群 。 

(a) 证 明 ,G 有 一 个 Q 上 的 不 可 约 表示 * 它 的 核 等 于 Gs; 并 且 确 切 到 局 
构 、 是 准 -一 的 。 令 知 是 这 个 不 可 约 表示 的 特征 标 ; 那么 和 (1) = 9(4), 一 
切 知 组 成 RCG) 的 一 个 正 交 基 。 

(Cb) 定义 一 个 QIG] 到 机 Q(2) 上 的 同 构 。 

(e) 令 Va 一 18, 证 明 ; $= 宫 waXs 而 和 = 本 wh(djd' )qes 这 
里 + 表示 Mabins 函数 。 由 此 推出 ,一 急 $s 组 成 Re(G) 的 一 个 基 . 

13.2 ”利用 定理 27 归结 为 循环 子 群 的 情形 ,再 应 用 习题 13.1 来 证 明定 
理 31。 

13.3 令 p 是 G 在 @ 上 一 个 不 可 约 表示 , 令 4 = Mr(D) 是 Q[c] 的 相应 
的 单 分 支 (了 是 一 个 依 ;不 一 定 可 交换 ), 又 令 * 是 的 特征 标 。 假设 ?是 忠 
实 的 ( 即 Kerp = {1}), 且 G 的 每 一 子 群 都 是 正规 的 。 令 召 旦 G 的 一 个 子 群 . 
证 明 ,在 G/H 上 的 置换 表示 包含 2 的 重 数 当 吾 一 {1} 时 是 *, 当 右 关 {1} 时 
是 0。 由 此 得 出 , 若 * 守 2， 则 X# 不 在 Ra(G)》 中 由 特征 标 二 所 生成 的 子 群 
内 

13.4。 令 互 是 四 元 数 群 ,是 三 阶 循环 群 ,而 6 = ExC。 如 果 Ho 是 适 
常 的 四 元 数 体 ( 在 Q_ 上 )， 证 明王 和 [可 以 庶 人 乘法 群 8 内 ， 这 样 一 来 ,就 
分 别 给 出 和 CC 在 向 量 空间 Ho 上 的 一 个 右 乘 和 左 乘 作用 。 由 此 得 出 6 在 Q@ 
“上 一 个 四 级 不 可 约 囊 示 #. 证 明 , 相 应 的 单 代数 与 MX)》 同 构 , 这 里 Xx 是 三 
次 单位 根 的 域 。 验 证 习题 13,3 中 的 条 件 , 并 且 由 此 得 出 P 的 特征 标 不 是 特 
征 标 ] 季 ， 瑟 < G， 的 线性 组 合 - 

13.5 令 % 和 Y 是 两 个 有 了 跟 集 ， 群 了 作用 在 其 上 . 设 #H 是 的 一 个 于 
群 .用 xx 和 2 分 别 表示 x 和 Y 中 镀 召 固定 的 元 束 所 成 的 集合 .证 明 。 六 集 
合 X 与 了 同 构 必 要 且 只 要 对 于 的 每 一 于 群 H，Card (9) = Card(Y%) .再 
证 下 殉 性 质 彼此 等 价 : 

(i) 关于 X 和 Y 的 ( 线 竹 ) 奸 换 未 示 px 与 or 同 构 。 

(i) 对 于 了 的 每 一 循环 子 群 H，Card(X") = Card(Yo) 。 

(ii) 对 于 的 每 一 子 群 了 8，Card(X/H) = Card(Y/HD)?。 

(iv) 时 于 T 的 每 一 镭 环 子 群 H，Card(X/H) 一 Card(Y/HH)。 

当 这 些 性 质 成 立时 ,就 说 x 与 7 是 蚤 局 构 的 ; 


1) XjH 表示 X 中 A- 轨 道 所 成 的 集 . 一 一 译 者 注 
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[0) 与 全) 的 等 价 竹 可 通过 计算 ox 和 pr 的 特征 标 得 到 ，() 与 (ii) 
和 (iv) 的 等 价 竹 由 Card(X/H) 是 px 的 特征 标 与 特征 标 域 的 内 各 这 一 事 
实 得 到 .} - 

证 明 , 如 果 了 是 循环 群 , 邢 么 了 -集合 x 与 了 同 构 必 要 且 只 要 它们 是 弱 局 
构 的 ， 给 出 一 个 例 于 ,说 明 在 一 般 情形 , 剩 阿 雹 的 集合 不 一 定 同 构 ( 可 取 了 是 
两 个 二 阶 群 的 直 积 )。 

13.6、 令 X 是 6 在 Q(m) 上 一 切 不 可 约 的 特征 标 所 成 的 集合 ,了 是 6 的 
共 斩 类 的 集合 。 设 群 re = 《217mZ)* 通过 Xr29.X) 作用 在 Xx 上， 而 通过 
xmex' 作用 在 了 上 。 

(a) 证 蝶 , ro- 集合 X 与 7 是 弦 同 构 的 (参看 习题 13.5)。 

(b) 证 明 ,X 和 了 可 以 分 别 与 Q- 代 数 CeatQ[6] 和 QZR(c) 到 Q(m) 
内 的 司 态 所 成 的 集合 等 辣 起来。 由 此 推 下 ，ra- 举 合 x 与 Y 间 构 的 充分 且 必 
要 条 件 是 CentQLG] 与 QQR(c) 同 构 。 

(<) 证 明 ,在 下 列 每 一 情形 ，CentQ[c] 都 与 QQR(G) 同 构 ， 

(c) Ge 是 Abel 群 。[ 利 用 C 到 它 的 对 向 上 上 的 局 构 ,并 且 注 意 Q[c] 一 
QBKG),] 

(ca) G 是 一 个 p- 群 且 v2. [利用 ro 是 循环 群 这 一 事实 .】 

【关于 X 与 Y 不 ra- 局 构 的 群 @G 的 例子 , 见 让 Thompyon， 卫 of 4igeiray 
下，:970，pp- 1—4.) 

13.7 令 是 一 个 尖 2 的 灯 数 ,G 是 GEL: 万 ) 的 一 个 Sylow p- 子 群 ,而 
G' 是 Z1pZ 与 如 1Z 的 一 个 非 交换 的 半 直 积 ， 于 层 Card(6) = Card(C 一 
加 

(3) 证明 G 不 与 5 局 构 。 

(b) 构造 出 G 和 6' 的 不 可 约 表示 。 证 明 Q[C] 和 Q[6'] 都 是 域 8， 
十 1 个 域 Q(p) 和 全 阵 代数 41(Q(P)) 的 积 。 特 别 Qic] 与 Qtc ] 司 构 . 

(<) 证 明 [G1] 不 与 五 [5 ] 局 构 。 

13.8 令 {C1,"…sCs} 是 G 的 委 环 子 群 的 共 棉 类 的 一 个 代表 系 。 证明， 
特征 标 1 ，…，18。 组 成 Q@RQ(6) 的 一 个 基 。 


13.2 实数 域 的 情形 


保留 以 前 的 记 法 。 取 实数 域 中 作为 基础 域 ; 相应 的 群 TR 是 
(Z/mZ)* 的 子 群 { 士 1}，G 的 两 个 元 素 x,y》 是 Tg- 共 二 的 必要 且 
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充分 的 条 件 是 7 与 + 或 +7! 共 轿 。 与 Tg 的 元 素 一 1 相对 应 的 自 司 
构 o-, 就 是 复 共 固 xt~> s*， 如 果 X 是 G 在 C 上 的 特征 标 ,那么 一 
般 的 公式 oCX) 一 W(X) 在 这 里 简化 为 标准 公式 (参看 2.1, 命 
题 1D: 
Xs)* ~ X70), 
定理 32 《Frobenius-Schur) 令 p:G 一 GLCP) 是 6 在 CEH- 
个 线 性 表示 ， 市 的 煌 经 栋 为 XX * 的 第 在 民 内 的 必要 自 充 分 条 件 


Em 


群 6 以 自然 的 方式 作用 企 广 的 对 假 空间 六 上 ; 容易 看 出 , 相 
应 的 特征 标 X 如 下 地 给 出 : 
X's) = XK)* = XC 

%* 取 实数 年 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 X 一 X', 即 G 在 V 和 在 六 内 
的 表示 是 辣 构 的 。 然 而 对 于 到 六 上 每 一 问 构 映射 ,都 有 7 上 一 
个 在 G 之 下 不 变 的 非 退 化 双 线 性 型 与 它 对 应 因此， 这 样 一 个 双 
线性 型 的 存在 是 X 取 实 值 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 

现在 急 定 在 民 上 可 实现 ， 这 相当 于 说 ， 可 以 将 了 写成 以 下 
形式 : 


V= VtiV, = COaV,, 
这 里 放 是 在 一 切 p, 之 下 保持 稳定 的 这 的 一 个 民 - 子 空间 、 我 们 
知道 , PV。 上 存在 一 个 在 G 之 下 不 变 的 正定 二 次 型 9,《 取 任意 一 个 
正定 二 次 型 , 用 G 的 一 切 元 素 作 变 痪 ,然后 求 和 即 可 )。 作 纯 量 扩 
张 , 8, 在 YY 上 定义 一 个 二 次 型 ， 而 与 它 相 伴 的 双 线性 型 是 非 授 化 
的 ,对 称 的 , 且 在 G 之 下 不 变 。 
反之 , 设 了 带 有 这 样 一 个 双 线 性 型 B(x,y)， 选取 了 上 一 个 在 
G 之 下 不 变 的 正定 Hermite 内 积 《x|y); 在 前 画 已 经 证 明 过 这 样 
一 个 内 积 是 存在 的 (参看 1.3)。 对 于 每 一 x*E 了 了， 存在 天 中 唯一 的 
元 素 q(x) 使 得 对 任意 y EV 都 有 
BCx2?) = (phe). 
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这 样 定义 的 映射 p:P ~> 是 半 线 性 的 并 且 是 1 一 1 的 。 它 的 平 
方 史 是 六 的 一 个 自 同 构 .对 于 *，》< 了 ， 我 们 有 
Cp)1y)= BOP) sy)* = Bly, p(x))* 
= (ply) lp(w)). 
因为 (pC)1pG2)) = 《q(x)1pGy))*， 所 以 
(Cpr) 1) = Cp) 1) = (rl p(y)). 
这 就 是 说 , y? 是 一 个 Hermite 变换 。 再 者 ,公式 
CPx) = ple) pr)) 

表明 , p? 是 正定 的 。 然 而 我 们 知道 ,如 果 * 是 一 个 正定 Hermire 变 
换 。 那么 存在 唯一 的 正定 Hermite 变换 v, 使 得 一 wv， 而 ?可 
以 写成 P(w) 的 形式 ， 这 里 了 是 一 个 实 系数 多 项 式 ( 设 “ 的 特征 值 
是 1，-… 4s, 那么 就 选取 了, 使 得 对 一 切 有 P(1;) 一 Vi ) 将 
这 个 结果 应 用 到 “ 一 p* 上 ,并 且 令 o 一 po， 因为 一 PCP)， 
所 以 与 可 交换 , 我 人 有 二 piv? 一 1 令 广 一 VBV ,是 
TY 关于 的 特征 值 十 1 和 一 1 的 分 解 。 因为。 是 半 线 性 的 ,所 以 将 
VV 的 向 量 梯 以 i 就 把 访 肌 到 V 上、 这 样 ，V 一 VBiV。。 另 一 
方面 ,因为 B(x,y) 和 (x1y) 都 在 G 之 下 不 变 ,所 以 pg,v 和 o 都 
与 每 一 p; 可 交换 。 由 此 得 出 , ru 和 六 都 在 p; 之 下 稳定 。 于 是 就 
得 到 人 广 在 只 上 的 一 个 实现 。 这 就 证 明了 定理 32. 

注 记 

《1) 定理 32 可 以 转移 到 紧 群 的 表示 上 ， 参 看 第 四 章 ， 这 一 
节 的 其 它 结果 也 同样 成 立 、 

(2) 令 O,(C) 和 O,(R) 分 别 表示 = 个 变量 的 复 正 交 群 
和 实 正 交 群 . 以 上 证 明 的 最 后 一 部 分 表明 ， 实际 上 ，O,(C) 
的 每 一 有 良子 群 (甚至 是 紧 子 群 ) 都 与 O,( 民 ) 的 一 个 子 群 共 思 。 这 
是 关于 Lie 群 的 极 大 紧 子 群 的 一 般 竹 定理 的 一 个 特殊 情形 . 

G 的 不 可 约 表示 的 三 种 类型 

令 p:G 习 GL(V) 是 G 在 C 上 一 个 > 级 不 可 约 表示 ,X 是 它 
的 特征 标 。 有 三 种 可 能 情形 (互相 排斥 》: 

(1) XX 有 一 个 值 不 是 实数 ， 通 过 作 纯 量 的 局 限 , P 定义 R 上 
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一 个 24 级 不 可 约 表 示 ， 特 征 标 为 XX 十， 关于 这 个 表示 的 换 位 代 
数 是 C。 RLG ] 的 相应 的 单 分 支 与 M.(C) 局 构 ; 它 的 Schur 指标 
等 于 1 

《2) % 的 一 急 信 都 是 实数 ， 而 且 P 可 以 由 一 个 表示 p。 在 RR 
上 实现 .表示 ps 是 不 可 约 的 (而 且 是 绝对 不 可 约 的 ), 特 征 标 为 X。 
它 的 换 位 代数 是 屁 ，RLG] 的 相应 的 单 分 支 与 M,C(R》 司 构 ; 它 
的 Schur 指标 等 于 1. 

(3) 的 一 切 全 都 是 实数 ,但 P 不 能 在 民 上 实现 。 作 纯 旦 局 
限 ,P 定义 尽 上 一 个 24 级 不 可 约 表示 ,特征 标 为 2X。 它 的 换 位 代 
数 在 民 上 是 四 次 的 ; 它 与 四 元 数 体 如 局 构 ， 及 [G] 的 相应 的 单 分 
支 与 貌 ,( 且 ) 同 构 ; 它 的 Schur 指标 等 于 2. 

再 者 ,G 在 RR 上 每 一 不 可 约 表示 都 可 以 由 它 的 一 个 复 不 可 约 
表示 通过 上 述 三 种 方法 之 一 而 得 到 : 将 RLG] 分 解 为 单 分 支 的 
积 , 注 意 这 样 一 个 单 分 文 必然 有 M,CR),M,《C),， M,CH) 三 种 类 
型 之 一 , 即 可 证 明 这 一 点 ，(RLG] 是 一 个 群 代数 的 事实 在 这 里 并 
不 重要 ;同样 的 结果 对 于 R 上 任何 半 单 代数 都 成 立 . 

类 型 1, 2 和 3 可 以 用 不 同 的 方式 来 刻画 : 

命题 38 


TY 上 一 下 G -水 变 双 线 作 型 吾 天 0 克 应 者 ?到 它 的 对 个 空 间 
V' 内 的 一 个 G- 局 态 5 关 0。 因 为 了 和 了 都 是 不 可 约 的 ,所 以 二 
是 一 个 局 构 ; 这 就 证 明了 了 是 非 退化 的 。 由 定理 了 2,B 的 存在 意 
味 着 P 是 类 型 2 和 3。 再 者 ,由 Schur 引 至, 除了 相差 一 个 位 似 外 ， 
B 是 唯一 确定 的 。、 如 果 将 了 写成 B 二 B+ 十 3-， 这 里 B+ 是 对 称 
的 , 5- 是 交错 的 , 那么 B+ 和 B- 都 车 G 之 下 不 变 。 因 为 8 是 唯一 


的 ,所 以 或 者 B- 一 0( 从 而 了 是 对 称 的 ) ,或 者 B+ 一 0( 从 而 8 是 
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交错 的 ). 由 定理 32 , 第 一 个 情形 相当 于 类 型 2, 第 二 个 情形 相当 
于 类 型 3。 


《1 me(2)) 一 小 了 XC) 这 里 8 一 Card (G)， 
分 别 等 于 0,+1 或 一 1. 
令 冯 和 发 分 别 是 的 对 称 方 和 交错 方 的 特征 标 ,那么 
站 中 (二 (0))， 站 = 地 (2 一 各 (2X))， 


参看 2.1, 命题 3， 令 + 和 4- 分 别 代表 p 的 对 称 方 和 交错 方 包含 
单位 波 示 的 重 数 。 那 么 
ar = (1,X3), a = (1,X3). 

另 一 方面 ,V 的 对 称 方 和 交错 方 的 对 偶 空 间 可 以 分 别 与 V 上 对 称 
双 线 性 型 和 交错 双 线 性 多 所 成 的 空间 等 邮 起 来 。 因 为 相互 对 偶 的 
表示 中 所 含 的 单位 表示 有 同一 重 数 ,由 命题 38 得 : 

ot a= 0, 在 情形 1， 

a+ 一 1，a- 一 0， 在 情形 2， 

+ 一 0，a_ 一 1， 在 情形 3. 
因为 《1,B(X))》 一 ar 一 6-， 所 以 对 应 于 这 三 种 情形 ， 它 分 别 等 
于 0, 十 1 和 一 1， 命 题 得 证 . 


习 题 


413.9 设 c 是 6 的 一 个 共 轩 类 。 令 。! 表示 由 一 切 x"'，x&<， 所 成 的 
类 ,如 果 。 一 '， 那 么 就 说 < 是 候 的 . 

(2) 证 明 ,G 在 C 上 的 实 值 不 可 约 特征 标的 个 数 等 于 G 的 偶 类 的 个 数 

《b) 证 明 ,如 果 C 的 阶 是 奇数 ,那么 仅 有 的 偶 类 就 是 单位 元 的 类 。 由 此 
推出 ,4 的 仅 有 有 的 实 什 不 可 约 竺 征 标 就 是 单位 特征 标 Burnside)- 

13.10 证 明 , 及 -代数 CentR[G] 与 R@R(G) 周 构 . 

13.11 令 Xs 和 8 分 别 是 类 型 2 和 类 型 3 的 不 可 约 特征 标 所 成 的 集 . 
证 明 , 整 数 
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DB X01) — Dx) 


3 Er 
等 于 G 中 平方 等 于 1 航 元 素 的 个 数 , [注意 这 个 整数 等 于 王 从 1)1 (> 一 
《<1s《re)>， 这 里 ta 是 G 的 正则 表示 的 特征 标 .] 
由 此 推出 ,如 果 G 的 阶 是 偶数 ， 那 么 至 少 有 两 个 类 型 是 ( 2 ) 的 特征 标 。 
13.12 《Buroside》 设 G 的 阶 是 奇数 ， 令 4 是 6 的 共 狐 类 的 个 数 ， 证 明 ， 
FA(mod 16). 
[利用 公式 和 - 宇 多 (1)*， 并 且 注 意 关 1 的 % 辽 两 共 儿 (参看 习题 


13.9), 而 %(1) 昆 坷 数 ,] 
如 果 上 的 每 一 素 因 子 痢 问 余 于 1(med 4)， 用 同样 的 方法 征明 ，z = 
AKCmod32)。 
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第 三 部 分 “Brauer 理论 导 引 


在 这 一 部 分 里 ， 我 们 将 对 有 限 群 在 特征 省 里 和 在 特征 零 里 的 
表示 作 一 比较 ， 这 些 结果 ,主要 是 由 Brauer 得 到 的 ,可 以 用 "Grot- 
endicck 群 "的 语言 更 为 方便 地 加 以 效 述 ; 这 种 处 理 方法 是 由 Swan 
引入 的 (参看 [21]。[22]) ,他 还 得 到 一 系列 其 它 的 结果 ,这 些 结果 
不 在 这 里 讨论 . 

十 四 和 十 五 两 章 是 预备 知识 。 第 十 六 章 包含 一 些 主要 定理 的 
表述 ,这些 定理 的 证 明 放 在 第 十 七 章 ， 在 第 十 八 章 里 , 我 们 用 “ 模 
特征 标 ” 的 语言 来 叙述 这 些 结果 . 第 十 九 章 包 含 对 Anin 表示 的 
某 些 应 用 ， 关 于 Grothendieck 群 ， 射 影 模 等 等 的 标准 定义 都 放 在 
附录 里 . 

这 里 的 阐述 只 是 介绍 性 的 ; 特别 , 关于 块 的 理论 并 没有 涉及 - 
有 兴趣 的 读者 可 以 参考 Curtis-Reiner [9] 和 Feit 的 讲义 [20] , 同 
时 还 可 以 参考 Brauer，Feit，Green，Osima，Suzuki 和 Thompson 等 
人 的 原始 论文 。 


第 十 四 章 群 Rk(G), RK(G) 和 Px(G) 


记号 :在 第 三 部 分 里 ,6 表示 一 个 有 限 群 ,m 是 G 的 元 素 的 阶 
的 最 小 公 倍 ， 一 个 域 说 是 (关于 G) 足 名 大 的 ,如 果 它 包含 全 部 
次 单位 根 (参看 12.3 , 定理 25). 

令 天 表示 一 个 关于 离散 赋值 " 的 完备 域 ( 参 者 附录 ), * 的 赋值 
环 为 4 ,级 大 理想 为 m, 剩 余 域 为 一 4/m。 假 设 天 的 特征 为 零 而 
的 特征 为 p > 0 (于 是 "对 m 约 化 "就 由 特征 零 过 渡 到 特征 p)。 

"I. 


14.1 环 Re(G) 和 Ri(G) 


设 工 是 一 个 域 .我们 用 Re(G) 表示 有 限 生成 ZLG]- 模 的 范 
路 的 Grothendiedk 群 (参看 附录 )。 它 是 一 个 对 于 (关于 上 的 ) 外 
张 量 积 来 说 的 有 单位 元 的 交换 环 .如 果 是 一 个 LLGJ- 措 ,我 们 
令 [E] 表示 它 在 Ri(G) 里 的 象 ; 一 切 [E] 的 集合 记 作 RECG). 

令 5 表示 单 LLG1- 模 (也 就 是 G 在 L 上 的 不 可 约 表示 ) 的 同 
构 类 所 成 的 集合 . 

命 4 一切 元 素 LE]， Ze 5 构 咸 淹 Re(G) 的 一个 基 

令 R 是 以 5 为 基 的 自由 Z- 模 . [EF] 的 旋 《EE St) 定义 一 个 
同 态 a:R 一 RL(G):e(E) ~ [EB]. 另 一 方面 , 设 F 是 一 个 L[G]- 
模 ,而 6 Si， 令 jx(P) 表示 巨 出 现在 P 的 一 个 合成 列 中 的 重 数 ; 
显然 二 是 了 的 一 个 加 性 洒 数 ?， 于 是 存在 一 个 同 态 px: Re(G) 一 
2 使 得 对 于 任意 P, ps([P])》 一 本 (CF)， 一 切 这 样 的 8 定义 一 个 
同 态 

B: RAG)— R, 
并 且 显 然 «与 8 是 互 逆 的 。 命题 被 证 明 . 

更 一 般 地 同样 的 论证 也 可 以 应 用 到 任意 环 上 有 银 长 度 柄 的 范畴 上 . 

同时 注意 Rt(G) 的 元 素 就 是 基 《[B])eesr 的 元 素 的 非 负 整 
系数 线性 组 合 . 

上 面 的 讨论 特别 可 以 应 用 到 域 K 和 # 上， 因为 K 的 特征 是 
零 , 一 个 K[Gj- 模 2 的 特征 标 知已 经 有 定义 ; 它 是 的 一 个 加 性 
函数 。 根 据 线性 ， 我 们 得 到 让 Rx(G) 到 G 的 美 函 数 所 成 的 环 内 
的 一 个 映射 = > X。， 这 个 吹 射 实际 上 是 Re(G) 到 G 在 K 上 的 
上 惠 特征 标 所 成 的 群 上 的 一 个 同 构 ;我 们 常 把 这 两 个 群 等 癌 起 来 (这 
说 明了 12.1 中 所 用 的 记 法 )。 我 们 也 常 把 % 叫做 Rx(G) 的 元 素 


7》 即 对 于 ZL[G]- 模 正 合 列 0 一 PR 0 来 说 都 有 157) 一 ICEP) 十 
af .一 译 寿 注 
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在 第 十 八 章 里 将 会 看 到 ,利用 Brauer 的 模 将 征 标 。 对 于 域 和 
也 有 类 似 的 结果 

注 记 如 果 和 "是 两 个 KLG]- 烧 。 并 且 在 Rx(G) 里 有 
[E] ~ [8], 那么 与 同 构 ， 这 一 点 可 以 由 和 "都 是 半音 
的 事实 得 到 .如 果 能 名 整除 C 的 阶 ,那么 同样 的 结果 对 于 [GJ- 
族 来 说 不 再 成 立 ,因为 存在 非 半 单 的 模 


142 群 PKG) 和 PAG) 
这 两 个 群 分 别 定义 为 授 射 [G1- 模 和 投射 4[G]- 禄 (参看 附 
录 ) 的 泡 胰 的 Grodhendieck 群 ， 类 似 地 可 以 定义 PICG) 和 PG) 
如 果 E 是 一 个 [G1- 模 而 fF 是 一 个 投射 [G1]- 模 ， 那么 
E@4F 是 一 个 投射 kG]- 模 (这 只 要 对 于 是 自由 模 的 情形 来 验 
证 就 够 了 ,而 在 这 一 情形 是 显然 的 )。 于 是 我 们 在 PACG) 上 得 到 一 
个 Ra(G)- 洛 结构 


14.3 ”PCG) 的 结构 


因为 G1 是 一 个 Artin 环 ,所 以 我 们 可 以 谈论 一 个 G1- 杰 
对 的 投射 包 络 (参看 Gabricl [23] 或 Giorgiuni [24])， 我们 简单 
地 说 明 一 下 这 个 意义 : 
上 一 个 模 同 态 j:M 一 M 说 是 本 质 的 , 如 果 KM 一 M, 而 
对 于 M' 的 一 切 真 子 模 M “来 说 , fCM”) 关 M。 一 个 投射 模 P 叶 
做 村 的 一 个 投射 包 络 , 如果 它 容 有 一 个 本 质 司 态 f:P 一 MM. 

命题 氏 

{a) 每 一 ;村 M 孝 有 有一 个 反射 外 络 ， 确切 到 间 构 时 只 的 . 


本 人 
我 们 证 明 《2)， 把 M 写 成 L/R 的 形式 , 这 里 工 是 一 个 投射 模 
而 R 是 工 的 一 个 子 模 ( 便 如 ,可 以 取 工 是 自由 模 )。 对 于 NCR, 令 
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及 是 L/N 到 M 一 LI/R 上 的 典范 同 态 . 令 叉 是 R 中 使 为 是 本 质 
同 术 的 级 小 子 借 ; 这 样 一 个 子 模 是 存在 的 ， 内 为 如 是 本 质 的 而 
[G] 是 Artin 环 , 令 P 一 工 /Y， 而 乡 是 工 的 这 样 一 个 子 模 , 它 
在 使 得 射影 8 一 P 是 满 射 的 那些 子 模 吃 之 中 是 极 小 的 ， 因为 工 
是 投射 模 ， 射 影 p: 上 一 P 一 上 L/N 提升 为 9:L 一 9, 并 且 由 8 
的 极 小 性 得 出 ，4(L) 一 9. 令 N' 是 4 的 核 。 射影 加 :LAN 一 
LI/R 分 解 为 L/N' 一 9 一 LI/N 一 上 /R， 并 且 这 两 个 间 态 都 是 
本 质 的 . 因为 N' 包含 在 NN 内 ， 由 NN 的 极 小 性 得 出 X' 一 YY， 即 
9 一 P 是 一 个 间 构 ， 于 是 模 工 是 一 个 直 和 工 一 N 名 0， 这 就 证 
明了 PP 二 上 L/N 是 投射 模 ， 显然 P -> M 是 夺 的 一 个 投射 包 络 . 

令 P' 一 M 是 对 的 另 一 投射 包 络 ， 因 为 了 是 投射 模 , 所 以 存 
在 4:P 一 已 ， 使 得 三 角 同 态 

Pp 
SA 

是 交换 的 .8(P) 在 履 里 的 象 是 M; 因为 P" 一 M 是 本 质 的 ,由 
此 得 出 gCP) 一 P'， 从 而 8 是 满 的 ， 因 为 严 是 投射 筑 ，P 一 已 的 
核 8 是 ?内 的 一 个 喜 和 内 子 ， 这 就 表明 ? 可 以 分 解 为 SBP'。 由 
PM 是 本 质 的 这 一 事实 推出 5 一 0， 即 P 一 P 是 同 构 ， 这 就 
完成 了 (a) 的 证 明 ， 论断 (b) 和 (c) 的 证 明 是 容易 的 ， 我 们 招 它 
们 留 给 读者 (详尽 的 证 明 可 以 看 [231, [241)。 

注意 在 情形 (c), E 是 上 对 于 tp 的 商 ， 这 里 + 是 [G1] 的 根 
《 极 大 宕 零 理想 ); 这 是 由 于 半 单 允 [G]- 模 就 是 那些 被 " 所 零 化 的 
ALC]- 模 ， 再 者 ,由 (b), 对 于 EE 被 分 为 单 模 直 和 的 任意 一 个 分 解 ， 
都 给 出 了 的 一 个 相应 的 分 角 因此 我 们 有 : 


推论 2 对 二 每 一 瑟 ESu 令 PE 是 的 一 个 投射 包 络 . 那么 
二 邹 [Pz]， EE 54, 构成 PKG》 的 -个 林 ， 
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推论 3 两 个 报错 ALG]- 半 与 P 同 和 学 村 有 只 军 安 们 将 
CG) 中 区 裴 1 与 [P] 相 等 
更 确切 地 说 ， 如果 [P] == 习 ne[Pa]， 那么 并 与 ] am 
RESk EE€S, 
同 构 - “ 


习 题 
14.1 证 明 。k[G] 是 一 个 内 射 *[6]- 杰 .由 此 推出 ,一 个 攻 G]- 模 是 投身 


模 必 要 且 只 要 它 是 内 射 模 , 旦 那些 不 可 分 解 的 投射 工 Gj- 模 都 是 单 16]- 模 
的 内 射 包 络 (参看 习题 14.6)。 


144 PG) 的 结构 
以 下 的 结果 是 熬 知 的 : 
引 理 20 全 4 是 一 全 交换 下， 人 4[G]- 模 那么 P 是 


的 一个 让 册 村 心 全 和 
Djs us) 一 z， 对 一 切 x EP. 


ee 
如 果 P 是 4[G] 上 一 个 投射 模 ,那么 它 也 是 4 上 一 个 投射 模 ; 

这 是 因为 4[G] 是 自由 4- 模 . 反之 ,假设 P 的 底 全 模 只 是 投身 

模 ; 令 0 一 4[G]@sP,。A[G1- 模 0 是 投射 模 . 再 者 ， 恒 等 映射 

局 一 P 开拓 为 一 个 4[G]- 同 态 满 射 9:9 一 P。 由 此 得 出 ，P 是 

投射 模 必 要 且 只 要 存在 一 个 A[G]- 同 态 ":P 一 9， 使 得 qov 一 

1. 容易 看 出 ,每 一 4[G]- 同 态 ":P 一 0 都 具有 以 下 形式 : 

xzH> DJ :u's), 


对 其 一 we Endi(P,). 要 使 ge 一 1 必要 且 只 要 对 于 一 切 +€P， 
都 有 避 ， wz) 一 x。 引 理 被 证 明 ， 
维 21 设 4 是 一 个 局 部 环 , 它 的 剩余 域 是 一 A/m. 


(a) 令 ? 是 一 个 4 上 自 电 4LGJ]- 效 ， P 是 二 个 4[G]- 报 
东 模 必要 用 只 要 ALG]- 模 一 PKs 是 投射 入 


@) 两 个 失 艇 4[G]- 术 ?与 2 则 轴 必要 星 只 村 相应 的 
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[GI- 模 巨 与 巨 辣 构 。 
如 果 P 是 投射 4[G]- 模 , 屠 么 巨 是 一 个 投射 LG]- 模 ,有 反 
之 ， 如 果 这 个 条 件 被 满足 , 那么 由 前 一 已 理 可 知 ， 存 在 互 的 一 个 
-~ 自 同 态 #, 使 得 
一 1 


fre 
提升 地 就 得 到 了 的 一 个 4- 自 同 态 *， 使 得 “一 加: 满足 
关系 tr* 曙 1 (mod maP)， 因 此 w 是 了 的 一 个 自 同 移 , 而 且 与 6 
的 元 素 可 交换 。 于 是 到 《ea 一) .s+ 一 1， 这 就 证 明了 P 是 
4[G] 上 一 个 投射 模 ; (ay 被 证 明 。 

设 P 和 P 都 是 投射 模 , 而 w:F -> P' 是 一 个 [G]- 同 态 ,由 
P 是 投射 模 这 一 事实 得 出 ,存在 由 纪 提 天 的 4[G1- 同 态 w:P 一 P'。 
如 果 必 还 是 一 个 同 构 , 那 么 由 Nakayama 引 理 ( 或 由 一 个 关于 行列 
式 的 初等 论断 ) 推 出 , 必 也 是 一 个 同 构 ，Cb) 被 证 明 . 口 

现在 转向 环 4. 我 们 有 

命题 42 

《a) 设 E 是 -个 4[G]- 村 pa 模 必 要 县 

投 庄 


同 构 ) 投 射 [GT- 模 ， 吾 允 网 约 化 与 F 同 构 ， 

论断 (a) 和 论断 (b) 中 的 唯一 性 可 由 引 理 20 和 21 推出, 只 
剩 下 证 明 论 断 Cb) 中 的 存在 性 . 

令 P 是 一 个 投射 [GI- 模 ,如 果 * 是 一 个 之 1 的 整数 , 令 4。 
表示 环 4/m"; 于 是 41 一 而 4 是 44 的 射影 极限 ， 环 4， 和 
4.[G1] 都 是 Artin 环 .， 用 上 一 节 的 论证 方法 可 知 、4,LG]- 模 F 
有 一 个 投射 包 络 P。, 而 且 Ps 是 4, 上 自由 模 . 射影 P,~> F 通过 
Pa/mP, 一 已 分 解 ,而 后 者 是 清 射 ， 因 为 了 是 一 个 投射 [G1- 模 ， 
所 以 存在 Ps/mP。 的 一 个 子 G]- 模 F',， 它 被 同 沟 地 映 到 上. 
FF 在 Ps 中 的 康 象 PP 的 象 是 。 因 为 P。~> 下 是 本 质 的 ,由 此 得 出 
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已 一 Pr， 即 Po/mP ~ 下 是 同 构 ， 再 者 ,这 些 Ps 组 成 一 个 投射 序 
列 。 它 的 射影 极限 P 是 4 上 一 个 自由 4[G]- 模 ,而 巨 一 Ph/mp 与 
了 同 构 ， 再 注意 到 〈a), 于 是 就 完成 了 (b) 的 证 明 . 口 

推论 1 过 投射 4{G]- 楼 大 不 可 分 逢 后 梳 身 ALGI- 模 的 


这 直上 而 的 全 是 内 及 关于 投 由 人 痪 的 娄 知 的 结果 得 到 。 
作为 一 个 推论 ,我 们 有 

推 沦 2 两 个 没 铀 A161- 村 与 0 同人 的 的 必要 县 这 分 困 件 是 
车 PAG) 内 有 [P] 一 [9]. 


要 据 这 人 结果， 我 们 可 以 拒 Pi(G) 与 Pi(G) 等 同 起 来 

关于 在 “极限 Arin” (proartiaian》 范畴 里 投射 包 络 的 一 般 处 理 ,可 以 看 
Demazure-Gabriel [23]. 

习 题 

14.2 令 4 是 一 个 交换 环 ,P 是 4 上 一 个 投射 4[G] - 模 。 证明 下 列 性 质 
等 价 : 

《i) 了 是 一 个 投射 4[G]- 模 

(六) 对 于 4 的 每 一 极 大 理想 Pp，(4/P)[G]- 模 P/PP 是 投射 的 。 
、 14.3 (a) 令 B 是 一 个 4- 代 数 ， 它 在 4 上 是 有 限 秩 自 由 模 ; 又 令 # 是 
下 = BAma 的 一 个 靠 等 元 素 . 证明, 存在 3 的 一 个 特等 元 素 ， 它 对 m8 的 约 
化 等 于 如 ~ 

人 b) 令 P 尾 一 个 投射 4[G]- 模 ,8 = Ende(P)。 证 明 , ?是 4 上 的 自 
由 模 , 而 下 可 以 与 王 一 P/mP 的 6- 自 同 态 代 数 等 同 ， 由 此 再 利用 (*) 得 出 ， 
上 的 任意 一 个 被 分 成 [61- 模 直 和 的 分 解 都 提升 为 P 的 一 个 相应 的 分 解 。 

《e) 利用 (b)》 给 出 命题 42 (b》 中 存在 福 的 另 一 征明。[ 将 F 写成 一 个 
自由 模 F 的 一 个 直 因 于 ,将 了 提 天 为 一 个 让 由 模 ,再 应 用 《b).] 
14.5 对偶 性 


一 TI27 


令 E 和 FF 都 是 K[G]- 模 . 令 
《E,F) = dmHom°(E, F) 
参看 7.1. 映射 《(E,P) 一 《五 , FE》 是 " 双 线 性 的 "( 关 于 正 合 列 关 ， 
有 从 而 定义 一 个 双 线 性 型 
Re(G) Xx RK(G)} > Z, 

这 个 双 线 性 型 记 作 《<， 了) 或 Ce，f)x， 单 模 E& Sx 的 类 【EJ 被 
此 正 交 ,并 且 《E,E》 等 于 的 自 厨 态 域 End"(E) 的 维 数 ds; 因此 
de > 1， 而 等 号 当 且 仅 当 E 是 绝对 单 的 《 即 对 应 的 表示 是 绝对 不 
可 约 的 ) 时 才 成 立 , 参 看 12.1. 

当天 足够 大 时 ， 由 定理 25 得 出 . 每 一 单 K[G]- 模 都 是 绝对 
单 的 ， 因 此 ， 上 述 双 线性 型 定义 了 Rx(G) 到 它 的 对 偶 模 上 的 一 
个 同 构 ;在 这 个 意义 下 ,这 个 双 线 性 型 在 马上 非 温 化 


设 E 是 一 个 投射 和 CG]- 模 ,是 任意 一 个 G1- 模 . 令 
(E,F) 一 dimHoms(E,F). 
为 是 投射 模 ,这 样 就 得 到 关于 E 和 的 一 个 双 线 性 函数 ,从 而 
就 得 到 一 个 双 线性 型 
Pi(G) x RtG) 一 2 
记 作 《e, 了 》 或 《从 4 如果 已, E'E St 那么 就 有 
Hom’°(Ps,E'’) = Hom°( E,E’), 
这 里 Pg 是 的 投射 包 络 . 如 果 已 和 BF’、 那 色 [Pe] 与 [E'] 正 交 ; 
对 于 EB 二 E', 我 们 有 
PE, ED) = ds = dimEnd°(E), 
如 同 前 面 的 情形 一 样 , ds 一 1 当 且 仅 当 互 是 绝对 单 的 。 
假设 KK 是 足够 大 的 。 于 是 名 含有 一 切 m 次 单位 根 . 这 时 对 于 
每 一 Be St 都 有 de 一 1 ( 见 下 面 的 注 记 )， 因 此 双 线性 型 《,》x 
在 Q 非 还 化 ， 而 基 [BE] 和 [Psl (Be Sb) 关于 这 个 双 线 性 型 来 
说 彼此 对 偶 . 


1) 即 如 果 0->E'>E->E”>0 正 合 ， 则 对 于 任意 KTG]- 模 Ff, 者 有 《By 巷 一 
Est) + CE EY; CFB 一 人 GE 一 译 老 注 


计 
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注 记 当 尺 足够 大 时 , dz = 工 这 一 事实 可 以 用 不 同 的 方法 证 
明 如 下 : 

《1 当 我 们 知道 同 态 4: RxCG) 一 RACG) 是 满 射 时 (参看 第 
十 六 章 , 定 理 34) ,由 定理 25 通 过 “对 m 约 化 ”, 就 得 到 这 个 结果 . 

《2) 也 可 以 利用 Schur 指标 在 区 上 都 等 于 1 这 一 事实 《 参 
看 14.6). 这 样 就 归结 为 证 明 《 在 的 一 个 六 域 上 )G 的 表示 的 特 
征 标 永远 在 名 内 取 值 ， 这 一 结果 可 以 由 这 些 特征 标 部 是 色 次 单位 
根 的 和 这 一 事实 而 得 到 。 


习 题 

14.4 设 E 是 一 个 [6]- 模 ,E' 是 的 对 仿 模 ( 即 一 Homa《E，))。 定 
义 HP(G,E) 是 E 中 在 6G 之 下 不 动 的 元 素 所 咸 的 子 空间 ;又 定 义 Ho《G，5) 同 
互 对 于 由 一 切 形 如 yx 一 x(*E Es€ 6》 的 元 素 所 生成 的 子 空 间 的 商 空间 . 

(a) 证 明 ,如 果 E 是 投射 模 , 那 么 映 壬 A 过 滨 到 商 空间 上 ， 定 
义 一 个 Ho(G, EF) 到 H'(G, 下 上 的 同 构 。 

(b》 证 明 , .HCG, E) 是 Ho《G,E') 的 对 偶 ， 由 此 推出 ,如 果 瑟 是 投射 
模 ，H"(G, E) 与 ?XG， 5') 有 柜 同 的 维 数 . 

14.5 令 忆 和 丰 旦 两 个 &[G]- 模 ,其 中 王 是 投射 的 ， 证 明 ， 

dimHomS(F,F) = dimHom®(F,5). 

[对 于 投射 +[G}- 模 Hom(E,F) 应 用 习题 14.4(b) ,并且 注意 它 的 对 偶 模 与 
Hom(F, 5) 同 构 .] 

14.6 令 5 是 一 个 单 [6G]- 模 ,Ps 感 它 的 投射 包 络 。 证 明 Ps 包含 一 个 
与 5 同 构 的 子 模 . [应 用 习题 14.5， 取 3 一 Ps，F 一 5.] 由 此 推出 ,Ps 与 的 
内 射 包 络 同 构 (参看 习题 14.1)， 特 别 ,如 果 5 不 是 投射 模 ,那么 5 在 Fs 的 一 
个 合成 询 里 至 少 出 现 两 次 。 

14,7 令 E 是 一 个 半 单 x[6]- 模 , Ps 是 它 的 投射 包 络 。 证明 ,的 对 伪 
模 的 投射 包 络 与 Ps 的 对 偶 寞 同 构 . [归结 到 单 寞 的 情形 并 卫 应 用 习题 14.6.] 


14.6 总 重 扩张 


如 果 KK" 是 KK 的 一 个 扩 域 ,那么 通过 纯 量 扩张 ,每 一 玉 [G]- 模 
了 就 定义 了 一 个 K'[G]- 模 玉 @xE， 这 样 一 来 ,就 得 到 一 个 同 态 
“I29° 


Rx(G) 一 Ra(G). 

这 个 同 态 是 一 个 单 射 ， 通 过 确定 RkCG) 的 标准 基 {[E]}CE 5k) 
的 象 就 可 以 看 出 这 一 点 如 果 De 是 互 的 自 同 态 体 ， 那 么 张 量 积 
K'@Ds 分 解 成 为 一 些 全 阵 代数 MsKDi) 的 积 , 这 里 D; 都 是 域 . 
每 一 D; 对 应 着 一 个 单 K'[G]- 模 E, 而 [B] 在 Re<G)7 内 的 象 等 
于 25[Bi]。 再 者 ， 每 一 单 及 [G]-~ 模 与 唯一 的 E; 同 构 ， 对 于 映 
射 RkCG) 一 Re(G) 的 这 样 描述 ， 是 12-2 的 一 般 化 特别 证 明 
了 : 

如 果 所 有 的 Ds 都 是 交换 的 ,那么 ,都 等 于 1, 而 则 态 Re(G) 一 
Ra'(G) 将 第 一 个 群 与 第 二 个 群 的 一 个 直 因子 等 同 起 来 ; 换 句 话 
说 ,这 个 同 态 是 一 个 分 裂 内 射 . 如 果 所 有 的 E€ Sg 都 是 绝对 单 的 ， 
那么 Rx(G) 一 Re(G) 是 一 个 同 多 . 

对 于 遗 过 纯 量 扩张 所 定义 的 同 态 

RKG) > RAG), PG) > Pu(G) 
夹 说 ， 也 有 类 似 的 结果 .在 这 种 情况 下 实际 上 更 为 简单 : 一 个 单 
所 G]- 模 的 自 同 态 体 总 是 交换 的 ， 并 且 在 上 上 是 可 分 的 《 当 丰 是 
有 限 的 时 候 ， 这 是 明显 的 ; 对 于 一 般 情 形 ， 可 以 通过 统 量 扩张 而 
得 出 这 一 事实 )、 因 此 RKG) 一 Re(CG) 是 一 个 分 裂 内 射 ， 对 于 
PKG) 一 PKG) 来 说， 也 有 同样 的 结果 : 因为 “ 纯 量 扩张 ”这 个 
鼻子 将 投射 包 络 仍旧 变 成 投射 包 络 ， 

现在 设 天 ' 是 天 的 一 个 有 限 扩 域 . 令 4' 是 天 的 整 量 环 (就 是 
4 在 K' 内 的 整 闭 包 )， 而 雍 是 它 的 剩余 域 。 如 果 E 是 一 个 投身 
4[G]- 模 ， 那么 EF' = 4' 四 4E 是 一 个 投射 4GI- 模 . 再 者 , EE” 
的 约 化 如 @@4rE' 同 构 于 

BaE ~ KDALDAE). 


因此 ,图 


PAG) > P46) 


PACG) —* PCG) 
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是 交换 的 。 因 为 在 这 个 图 中 两 个 垂直 的 箭头 是 同 构 揣 射 ， 所 以 由 
以 上 的 论述 可 知 , 同 态 P4(G) 一 Pi(G) 是 一 个 分 裂 内 射 . 

注 记 内 射 RKCG) 一 Re(G)，RtCG) 一 Ru(G) 等 等 都 与 
前 一 节 的 双 线 性 型 相 容 ,而 且 还 与 下 一 节 所 定义 的 同 态 c,d,。 可 
交换 ， 
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第 十 五 章 ede 三 角 


我 们 将 定义 同 态 c，e 和 。， 它们 形成 一 个 可 交换 的 三 角形 : 
PKG) 一 -RUKG) 
e a 


Rx{G) 


15.1 ce: PCG) -> RCG) 的 定义 


对 于 每 一 个 投射 站 G1- 模 P, 令 P 在 群 Rt(G) 中 的 类 与 它 对 
应 .这 个 类 是 王 的 加 性 函数 ， 于 是 就 得 到 一 个 同 态 
ciPkKG) > RAG), 
叫做 Cartan 则 态 .通过 PKLG》 和 Re(G) 的 标准 基 [Ps] 和 [5S] 
(Se 54) 将 起 示 出 来 ,就 得 到 一 个 St X 5 型 矩阵 C ,这 个 矩阵 
则 做 G 的 (关于 的 Cartan 矩阵， 矩阵 5 中 (3, 了 ) 位 置 的 系数 
Csr 就 是 单 模 3 在 工 的 投射 包 络 Pr 的 一 个 合成 列 中 出 现 的 重 数 : 
在 RKG) 内 ,我 们 有 
[Prl = > Csr[5]. 
rr 
习 题 
15.1 证 明 , 灌 x€ RCG), yE PG), 则 cro y) = x ey), 


15.2 d:Rx(G) 一 民 (CG) 的 定义 


令 E 是 一 个 KLG]- 模 .选取 中 一 个 格 E, (就 是 E 的 一 个 
有 有限 生成 的 4- 子 模 , 而 五 作为 一 个 K- 模 ， 是 由 它 生成 的 )， 必 要 
时 用 E, 在 6 的 元 素 作用 之 下 的 象 的 和 来 代 二 E,， 我 们 总 可 以 假 
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定 E, 在 G 的 作用 下 是 稳定 的 ,于 是 E 对 m5 的 约 化 E, 一 
EmE, 是 一 个 攻 GI- 神 . 

《由 两 个 稳定 将 有 和 证 这 化 和 的 ey 宏志 忆 
不 一 定 同 和 构 , 参 看 习题 15:1， 这 个 定理 是 说 与 8 有 相 则 的 合 
三 轨 于 .) 

令 ,是 E 中 一 个 在 6 的 作用 下 是 稳定 的 格 , 我 们 证 明 ,在 
RACG)》 内 ，[E,] ~ [J]， 先 从 一 个 特殊 情形 开始 : 

(a) 设 mE,CE,CE,. 令 工 表示 宙 G]- 模 E/E,， 于 是 有 以 
下 的 正 合 列 

0>T—>F,>F—T—10, 
这 里 同 态 了 > 巨 是 用 理想 m 的 一 个 生成 元 = 作 每 法 。 过 渡 到 
Ri(G), 我 们 有 

[7]— [El+ [El— [TI~0. 
因此 【 豆 ] 一 [ 豆 ]， 从 而 定理 对 于 这 一 情形 被 证 明 . 

Cb) 一 般 情 形 ， 必 要 时 可 以 用 EF 的 一 个 纯 量 从 来 代 蔡 五 
(这 对 互 没有 影响 )， 我 们 可 以 假定 E, 包含 在 BE, 内 。 这 样 一 来， 
总 存在 一 个 整数 a 之 0， 使 得 

mEC ECE. 
我 们 对 5 作 轨 纳 法 . 令 Bs 一 中 BE 十 Bi 于 是 
Mm" 1E,CECE A mE,CECE;,. 
由 (a) 和 归纳 法 假设 ,我 们 得 到 
[EB,] = [BE,] = [2,]. 


定理 被 证 明 . 
现在 也 射 玉 > [,] 显然 可 以 开拓 为 一 个 环 同 态 
dRK(G) > RACG). 
4 做 分 角 局 大， 它 将 RECG) 上 映 入 Rt(G)。 相 应 的 矩阵 D( 关 
于 Rx(G) 和 RM(G) 的 标准 基 ) 思 做 分 角 短 阵 ， 它 是 一 个 Se x 
Sk 型 矩阵 , 抵 隆 的 系数 都 是 非 负 整数 . 对 于 FE St 和 EE Sx，D 
中 相应 的 系数 Drs 就 是 在 五 的 一 个 稳定 格 瑟 对 m 的 约 化 记 的 一 
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个 合成 列 里 ,作为 合成 因子 而 出 现 的 重 数 .于 是 在 RAKG) 内 有 
[$B] = > Drel Fl1. 
四 


注 记 
《1) 关于 是 完备 域 的 假设 无 论 是 在 定理 33 的 证 明 里 ， 还 
是 在 同 态 < 的 定义 里 ,都 不 起 作用 . 
(2) 对 于 代数 天 也 有 类 似 的 结果 ， 参 看 Padi. Sci. 1. HE 
5. no, WM, 1968, p. 37—52. 


习 题 


15.2 取 # 一 2 而 6G 是 一 个 二 阶 群 。 令 E=K[G1。 证 明 ,在 了 中 有 稳 
定 徊 , 它 的 约 化 是 半音 的 (与 KB 同 构 ); 也 有 另外 的 稳定 格 * 它 的 约 化 不 是 
半音 的 (与 *[6] 同 构 )。 

15.3 令 E 是 一 个 非 零 K[G]- 模 ，E, 是 E 中 一 个 在 6 之 下 稳定 的 格 、 
证 明 下 列 论断 等 价 : 

(i) 互 的 约 化 已 是 一 个 单 入 GJ]- 模 , 

(i) 王 中 每 一 在 6 之 下 稳定 的 格 都 员 有 “E， 的 形式 ,这 里 ec K*。 

证 明 ,这 两 个 条 件 都 能 推出 是 一 个 单 KTG]- 模 ， 

15.4 《J. Thompson) 设 E 是 Z 上 自由 Z16]- 械 ， 秩 是 wn22， 假 设 对 
于 每 一 素数 p,E 的 约 化 E/pE 是 一 个 单 (Z/p2)LG]- 模 . 

(a) 证 明 , 在 上 存在 一 个 在 名 中 取 值 的 对 称 双 线 性 型 8 (*, y), 而 且 
对 于 一 切 * 天 0， 都 有 Be， *)> 0. 

(b) 令 B 是 如 在 《a) 中 所 选取 的 那样 一 个 双 线 性 型 ， 并 且 利用 线性 开 
拓 到 Q- 向 量 空间 Q@E 上 ， 令 FE 是 Q@E 中 浦 尾 以 下 条 件 的 元 素 = 所 成 的 
集合 ， 对 于 任意 YE EECx,y) & Z 证 明 ,5' 只 有 oF， a 0*。 的 形式 ( 同 
习题 15.3 的 证 法 一 样 )。 由 此 推出 ,可 以 如 此 选取 B, 使 它 在 Z 上 非 退 化 , 即 
忆 = EF 如果 (<1,…s<o) 是 E 的 一 个 基 , 那 么 矩阵 (BCe;,e1)) 的 行列 式 等 
于 1, 

(ec) 假设 3 已 经 如 同 在 (b) 昌 那 洋人 选 定 。 证 明 ,存在 x& 记 使 得 对 于 一 
切 yEE 都 有 Bly，y) 二 B(x, y) (mod2)、 并 且 对 于 这 样 的 = 来 说 ，mod2E 
在 6 之 下 不 变 ， 由 此 推出 *==0《mod2E)， 也 就 是 说 ,二 次 型 本 *，*) 只 取 偶 
数值， ; 
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《4) 由 (<) 得 出 同 余 式 ” 反 M( moed8)。 【利用 以 下 事 志 :每 一 正定 整 
系数 二 次 型 如 果 取 侦 数 值 ， 布 且 判 别 式 等 于 1* 那么 它 的 秩 一 定 可 以 被 8 束 
除 ".] 

(*)》 证 明 ， zs 型 的 Coxeter 群 的 反射 表示 具有 上 上 述 性 质 (参看 Bourbalki。 


Groupes et Algébres de Lie, Ch. VI, §4, no. 10), 


15.3 e@:PA(G) 一 Rx(G) 的 定义 


“与 玉 作 张 量 积 "这 个 函 子 定义 一 个 PA(G) 到 Rx(G) 内 的 同 
态 ， 作 这 个 映射 与 典范 同 构 映 射 P4(G) 一 Pk(G) (参看 14.4) 的 
逆 映 射 的 合成 映射 ,我 们 得 到 一 个 同 态 
e:PA(G) -> RgCG). 
令 互 表示 它 的 矩阵 ;这 是 一 个 5x Xx St 型 的 矩阵 。 


习 题 


15.5 如 果 =*ERk(G)，yE PCG)， 那 入 
(dx) 9) = <» oly), 


15.4 ede 三 角 的 基本 性 质 


(a) 这 个 三 角形 是 交换 的 , 即 。 一 doe 或 者 C 一 D .BE. 这 
是 明显 的 . 

(b》 同 态 4 和 。 关 于 14.5 的 双 线 些 型 相互 伴 秆 : 如 果 >e 
Pt(G)，》 一 RCG)， 那么 
x, A 《eye 

事实 上 , 我 们 可 以 假定 x 一 [X]，y 一 [K@4Y], 这 里 X 是 
一 个 投射 4[G]- 模 ,Y 是 4 上 一 个 自白 4[GI- 模 . 于 是 4- 模 
Hom 人 X,Y) 是 自由 的 ; 令 * 是 它 的 秩 ， 我 们 有 以 下 的 典范 同 构 : 

K@Hom (X,Y) = Hom’(K@X, KOY), 


和 


1》 出 如 ,可 参看 作者 的 Cours d'Arithemttique, Presses Univ. Prance,1970, p. 
92 和 174.( 英 译本 : A course in Arithmetic，GTM 7, Springer-Verlag, 
1973, p。53 和 109.》 
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BHom X,Y) 一 Hom (ROR, KBY), 
这 就 证 明了 , 《eC2),y) 一 + 一 《x,4(y)》. 
(@) 假设 天 是 尿 够 大 的 .由 14.5， PA(G) 与 RA(G) 的 款 准 
基 关 于 双 线 性 型 (425 相互 对 个; Re(G) 的 标准 基 关 于 双 线性 
型 4， 5》x 自 对 偶 ， 由 此 推出 ，* 可 以 与 4 的 转 置 卫 身 等 同 起 来 ; 
特别 ， 我 们 有 五 一 中， 因为 5 一口 .下 一 六 :加 ,所 以 C 是 一 
个 对 称 第 降 ， 


习 题 
15.6 令 5,7E 5， 而 了 ss Pr 主 它 们 的 投射 包 络 。 令 
ds = dimEnd®(S), dr 一 dimpnus(T)。 

青 令 Csr 是 5 在 Pr 的 一 个 合成 列 中 出 现 的 重 数 , Crs 是 了 在 bs 的 一 个 合成 
列 中 出 现 的 重 数 (参看 15.1)。 

《3) 证 明 ，crras = dimHomc(Pyy Pr)。 

(b》 证 明 ，Csrds = Crser [应 用 习题 14.5]。 当 KK 足够 大 时 ,ds 都 等 
于 1, 从 而 又 得 出 矩阵 “ = (Csr) 是 对 称 短 阵 的 事实 。 

15.7 保留 习题 15.6 的 记号 ， 证 明 ,或 者 是 投射 模 , Ps 守 5, Css 二 1， 
或 者 Css 之 2,，[ 利 用 习题 14.6.] 
15.8 设 *EP(G}， 我 们 有 《x,e《x)%》” = 《<e(x)、el(x)>x。 由 此 推出 ， 
当天 足够 大 时 ,由 Cartan 和 拖 阵 C 所 定义 的 二 次 型 是 正定 的 。 


15.5 例 : 产 - 群 
命题 43 假设 群 G 的 阶 与 ? 互 素 ， 那么 : 
© 每 一 Lol- 术 久 及 4 上 每 


6 四 和 
cD， 都 是 单位 条 隆 ， 

《 简 而 言 之 ， 就 是 群 C 的 表示 理论 在 & 上 和 在 大 上 是 “一 样 
的 ”,) 

令 E 是 4 上 一 个 自由 A41G]- 模 . 我 们 可 以 将 写成 ALG] 上 
一 个 自由 4[GJ- 模 工 的 商 模 L/R 的 形式 . 因为 了 是 4- 自由 的 ， 
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所 以 存在 一 个 上 到 R 上 的 4- 线 性 射影 <; 因为 G 的 阶 8 在 4 中 可 
逆 ， 我 们 可 以 对 的 共 蜀 取 平 均 得 (1/8) Dm 并 且 用 它 来 
代替 m， 这 样 得 到 的 射影 是 4[G]- 线 性 的 。 这 就 证 明了 互 是 投身 
模 . 对 于 *[G]- 模 也 用 同样 的 证 法 ， 于 是 (i) 被 证 明 ; 同时 也 证 
明了 Cartan 矩阵 是 单位 矩阵 . 

如 果 EE Ss4， 那 么 关于 4[G] 的 投射 包 络 E, 是 一 个 投射 
41G]- 模 , 它 的 约 化 8B, 一 EW/mE， 就 是 E， 如 果 令 了 一 KGQB， 
那么 4A([F]) 一 [E]. 因为 E 是 单 的 ,所 以 F 也 是 单 的 ,从 而 与 5 
的 一 个 元 素 同 构 。 于 是 得 到 St 到 Sx 内 的 一 个 映射 E> F， 显 
然 这 个 映射 是 了 的 逆 . 这 就 证 明了 〈i 和 (二)。 

注 记 “也 是 单位 矩阵 这 一 事实 表明 ,4 将 REGCG7 映 到 RiCG》 
上 ; 换 句 话说, G 在 下 上 每 一 表示 都 可 以 提升 为 4 上 一 个 线性 表 
示 , 这 个 结果 很 容易 直接 验证 (参看 下 面 的 习题 15.9)。 

习 题 
15.9 设 & 与 p 互 素 , 令 E 是 一 个 自由 4- 模 。 
Ca) 令 # 是 一 个 之 1 的 整数 ,而 
pr:G GL(E/ME) 
是 6 到 E/twE 的 全 体 自 同 构 群 内 的 一 个 亲 态 。 证明, pr 可 以 提升 为 
Pari:G 一 GE(E/nP+E)， 

并 且 除 了 E/mrt'E 的 以 me" 为 模 则 余 于 1 的 自 同 构 的 共 乞 作用 外 ,这 个 提升 
是 唯一 的 ，[ 利 月 G 在 End(E/mE) 内 取 值 的 一 维和 二 维 上 同调 群 是 0 这 一 
事实 .] 

《P) 自 (a) 得 出 ,Cc 在 《上 每 一 线性 表示 

PG GE(EAnE)》 _ 
都 可 以 提升 为 6 在 4 上 一 个 表示 ,并 且 在 本 质 上 这 种 提升 方法 是 唯一 的 。 
15.6 例 : p- 群 . 

设 G 是 一 个 p- 群 , 阶 为 p". 我 们 已 经 看 到 (8.3, 命题 26 的 推 
论 ), 6 在 特征 ? 内 唯一 的 不 可 约 表示 就 是 单位 表示 . 由 此 得 出 ， 
Artin 环 [G] 是 以 锡 为 璋 余 域 的 局 部 环 ， 单 KG]- 模 多 的 投射 
包 络 是 [6G]， 就 是 G6 的 正则 表示 ， 群 RAG) 和 PCG) 都 可 以 
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与 之 等 同 , 而 Cartan 同 态 : 忌 一 性 就 是 用 pr 去 作 委 法 ， 同 术 
dRg 一 作对 点 于 天 上 的 秩 ; 同 态 :之 一 Rx(G) 将 整数 # 映 成 G 
的 正则 表示 类 的 ” 倍 ， 


15.7 例 : p- 群 与 p- 群 的 积 


设 G 一 5 XP 这 里 5 的 阶 与 ? 互 素 , 而 P 是 一 个 p- 群 . 于 
是 KG] = [S$] 久 @LP]， 我 们 有 
pp A 

充分 性 由 每 一 [5]- 模 都 是 半 单 的 事实 得 出 , 参 君 15.5， 要 
证 必要 性 ,我 们 可 以 假定 互 是 单 的 ， 由 15.6,E 中 在 P 之 下 不 动 的 
元 素 所 组 成 的 子 空间 E' 不 等 于 零 ， 因 为 P 是 6 的 正规 子 群 ,所 以 
于 空间 E' 在 6 之 下 稳定 ， 从 而 等 于 EE， 这 就 是 说 ,P 平 凡 地 作用 
在 EL 上 . 

(b) 一 个 杂 GT- 樟 是 投射 村 必要 上 且 只 票 它 与 PF@hLP1 同 
构 , 这 里 F 是 一 个 《[5 末 模 . 

因为 是 一 个 投身 LS]- 模 (参看 155), 所 以 FQK[P] 是 一 
个 投射 [GJ- 模 . 再 者 ,在 F@RIG] 的 商 模 中 ,考虑 P 在 其 上 平 
凡 地 作用 的 那些 商 模 ,显然 是 最 大 的 .由 (a), 这 就 意味 着 F@ 
对 P] 是 的 投 秧 包 络 。 然而 ， 每 一 投射 模 都 是 它 的 最 大 的 半 单 
商 模 的 投射 包 络 。 因此 每 一 投射 模 都 有 F@t[LP] 的 形式 . 
同和 ,站 时 蚌 4 上 一 个 和 中 0- 楼， 

显然 , 形 如 gGL4IP] 的 模 是 投射 模 ， 反 过 来 ,将 (b) 应 用 到 
瑟 一 总 /m 各 上 来 证 明 逆 论 断 ， 如 果 入 是 投射 模 ， 那 么 瑟 兰 F@ 
对 [P]， 并 且 F 可 以 提升 成 为 4 上 一 个 自由 4[5]- 模 了 (而且 是 一 
个 投射 415]- 模 ,参看 上 面 )、 模 久久 AIP] 是 FECKEP] 的 投射 
包 络 。 因而 与 各 同 构 . 

狂 质 (a) 和 (p) 特别 地 证 明了 G 的 “Carun 矩阵 是 纯 量 甜 降 
pm， 这 里 如 一 Card(P)。 
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第 十 六 章 若干 定理 


16.1 ede 三角 的 性 质 


主要 结果 是 以 下 的 定理 ”: 

定理 34 同 态 4:Rx(G) 一 RKG》 是 潢 的 。 

证 明 将 在 17.3 里 给 出 。 

注 记 

(1) 特别 , 取 K 是 p-adic 域 Q,, 而 将 这 个 定理 应 用 到 一 
Z/pZ 上 ;于 是 环 4 就 是 p-adic 整数 环 Z，。 

(2) 粗略 地 说 ,这 个 定理 表明 ,如 果 我 们 愿意 使 用 " 虎 表 示 ”， 
即 Grothendieck 群 Rx(G) 的 元 素 的 话 , 那 么 G 在 外 上 所 有 的 线性 
表示 都 可 以 提升 到 特征 零 里 ， 这 对 于 许多 应 用 来 说 是 一 个 非常 重 
要 的 结果 . 


当天 足够 大 时 ,* 是 4 的 转 置 (参看 15.4)， 由 于 < 是 满 射 ,所 
以 。 是 一 个 分 裂 内 射 。 在 一 般 情形 下 , 令 K' 是 天 的 一 个 足够 大 的 
有 限 扩 域 , 令 叉 是 它 的 剩余 域 。 考 眠 下 面 的 图 ; 


PCG) 一 “ReCG) 
} 1 
Pre(G) 一 Re(G) 
根据 上 述 ,。' 是 一 个 分 裂 内 射 ， 由 14.6，Pi(G) 一 Pu(G) 也 是 分 
裂 内 射 ， 所 以 它们 的 合成 映射 是 一 个 分 裂 内 射 ; 因此 同样 的 结果 
对 。 也 成 立 , 口 
我 们 同时 证 明了 : 


17 在 本 节 第 一 版 里 .定理 34 只 是 对 于 一 个 足 饮 大 的 域 玉 来 陈述 的 。 Ciaude 
Chevaliey 和 Andreas Dres 彼此 独立 地 指 宙 ,这 个 定理 对 于 一 般 情形 也 磋 立 . 
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推论 1 对 于 KK 的 任意 有 限 扩 域 K' 来 说 ， 同 态 


PiA(G)—> Rx(G) > Re(G) 
“< 是 单 映射 这 一 性 拓 等 价 于 
推论 2 令 P 和 已 是 投射 4[G]- 异 如 果 K[G]- 模 K@P 
与 XK @P' 同 构 , 那 么 P 与 P' 是 4[G]- 同 均 的 . 
《事实 上 ,我 们 知道 ,在 PAG) ss PA(G) 里 ,等 式 [Pl 一 LP] 
等 价 于 PP ) 


Re) 的 人 

证 明 将 在 17.4 里 给 出 . 

推论 1 映射 c:PAG)  Rk(G) 是 单 射 , 它 的 余 核 是 一 个 有 
限 p- 群 . 

第 三 个 论断 由 定理 36 直接 得 出 ; 从 而 也 就 得 出 第 一 个 论断 ， 
因为 PLG) 和 RKG) 都 中 具有 同一 秩 的 自由 Z- 模 ， 这 个 共同 
的 秩 就 是 Card We 


最 同村 的 

这 是 映射 “ 是 单 射 的 另 一 种 表述 . 

办 论调 人 太 ， 各 人 Com 和 0 
i 次 是 

xc Ne = bx,aCe(w)) Ne = ele), ee) dr, x € PACG).- 
因为 双 线 性 型 《a, 4》x 显然 是 正定 的 ,而 * 是 单身 (定理 35), 所 
以 上 面 的 二 次 型 也 是 正定 的 ,于 是 C 的 行列 式 > 0。 又 因为 “的 
余 核 是 一 个 p- 群 ,所 以 det《C) 是 的 惫 . 口 

注 记 

(1) 上 面 的 论证 表明 ,由 “是 单 射 可 以 推出 “是 单 射 . 

《2) 定理 36 等 价 于 ; 存在 一 个 同 态 “: RA(G) 一 PICG)， 
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使 得 cec 一 p”( 从 而 ce 一 加 ). 
《3) 定理 36 里 的 指数 = 是 最 佳 可 能 的 指数 ,参看 习题 16.3。 
习 题 

15.1 证 明 ， 只 要 天 足够 大 , 即使 K 不 是 完备 域 时 ,定理 34 仍然 成 立 . 
[ 令 头 表示 天 的 完备 化 。 注 意 同 态 Rx(6)>R&CG) 是 一 个 同 构 ， 对 六 应 用 
定理 34.1 

16.2 证明, 如果 是 四 阶 德 环 群 , 那 么 同 态 4; Ra(G)Rznz(G) 不 是 
浦 射 - 

16.3 令 百 是 6 的 一 个 Sylow p- 于 群 ， 证明, 如 果 E 是 一 个 投射 *[C]- 
模 , 那 么 E 是 一 个 自白 [ 妇 ]- 柜 (参看 15.6), 因 而 dim 可 以 被 * 整 涤 ， 由 
此 推出 ， 过 意 到 商 上 , 映射 [R] 一 dm E 定义 一 个 满 同 态 Coker(e) 一 2/P 
特别 RCG) 的 元 素 如 不 属于 “的 象 。 


16.2 对 的 象 的 刻画 
G 的 一 个 元 素 如 果 不 是 p- 正 则 的 (参看 10.1)， 也 就 是 说 ,如 
果 它 的 阶 可 以 被 整除 ,那么 就 叫做 y- 奇 异 的 ， 另 一 方面 ， 回 亿 
一 下 ，Rx(G) 的 每 一 元 素 可 以 与 G 上 一 个 类 隐 数 , 即 它 的 特征 标 
等 同 起 来 (参看 12.1 和 14.1). 
定理 37 < CC) 一 Re) 的 和 Rk(G) 中 在 G 的 p- 奇 


于 PAG) = PCG) ) ZF 
内 取 值 且 在 G 的 p- 厅 蜡 元 泰 上 
证 明 见 17.5。 


习 题 


16.4 (Swan.) 令 4 是 一 个 Dedekind 整 环 , 它 的 疝 域 为 假设 对 于 

能 够 玫 除 6 的 阶 多 每 一 素数 f， 存在 4 的 一 个 素 理 息 p， 使 得 4/? 的 特征 为 

z。 又 令 P 是 一 个 投 知 416]- 模 ， 二 明 ,四 ? 尾 一 个 自由 5[G]- 模 ，[ 对 由 
141 。 


P 通过 在 这 样 的 素 理想 ?上 作 完 备 化 所 得 到 的 模 应 用 定理 37?。 由 此 推出 ， 
名 的 特征 标 在 6 的 单位 元 以 外 都 取 值 0.] 
这 个 习题 特别 可 以 应 用 到 4 是 一 个 代数 数 域 的 整数 丈 的 情形 。 


16.3， 通 过 特征 标 对 投射 [Gj- 模 的 刻画 


这 种 刻画 等 于 是 要 定 出 G 在 上 上 一 切 这 样 的 表示 ， 这 些 表示 
包含 一 个 在 G 之 下 稳定 的 格 , 这 个 格 作为 一 个 4[G]- 模 , 是 投射 
模 ， 换 句 话说， 就 是 要 刻画 成 (G) 一 PIXG) 在 * 之 下 的 象 ， 我 
们 只 得 到 部 分 结果 .首先 我 们 有 ， 

(e) 则 xzep6 

这 是 明显 的 ， 如 果 + 一 Card(St)， 那 么 P4(G) 可 以 与 Z' 等 

同 起 来 ;而 PHKG) 可 以 与 入 人 等 同 起 来 ， 参看 14.3 和 14.4. 口 


Wd “TR:RI ~ A ‘41. 人 个 投射 4[GI- 模 ， 
它 的 象 az 在 Rx(G) 内 ;而 也 是 由 E' 的 系数 限制 到 4[G] 上 所 
得 的 41G]- 模 .容易 验证 ，K @B 的 特征 标 等 于 x 的 特征 标的 
7N 倍 。 于 是 在 Rx 必 G) 内 ,我 们 有 

el[E])) iN. x. 

由 定理 37，el[E]) 的 特征 标 在 G 的 p- 奇 异 元 素 上 的 值 都 是 零 ; 
因而 * 的 特征 标 也 是 如 此 。 于 是 由 定理 38， 有 ye Pa(G), 使 得 
z 一 <(y)， 因 为 。 是 单 射 《定理 35), 所 以 [E] ~ nN '》 由 引 
理 22, ?属于 Ph《G). 于 是 存在 一 个 投射 4[G]- 模 Y, 使 得 在 
Rx(G) 内 有 [K@Y] 一 *。X{( 陶 切 到 同 构 ) 的 唯一 性 是 定理 35， 
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推论 2 的 直接 结果 . 口 

发 生 这 样 的 问题 ， 是 否 <(PXG)) 一 e(PLCG))nRE(G)， 一 
般 说 来 ,这 个 等 式 不 成 立 ( 参 看 习题 16,5 和 16.7)， 然 而 我 们 有 以 
下 的 判定 : 


dREAG)) ~ ROCG). 
那么 就 丰 <(PX(G)) 一 <(PAG)) NRECG). 
由 命题 44, 只 要 证 明 ,当天 足够 大 时 ,等 式 
<(PXKG)) = (PA GN RECG) 
成 立 ， 当 K 足 够 大 时 ， 妹 件 《R》 就 意味 着 ,2 将 RECG》 喘 到 
RiCG) 上 . 现在 令 
x€ (PA GON RG). 
因为 =e ce(P4(G))， 我 们 可 以 将 = 写成 


x Ducl[bs]) 


ES 


的 形式 , 这 里 gs 表示 一 个 投射 41G]- 模 , 它 对 m 的 约 化 就 是 
的 投射 包 络 Pe 《参看 14.4). 我 们 只 需 证 明 , 整 数 ms 非 负 .由 (R)， 
对 于 每 一 BE St, 存在 sse RECG)， 使 得 d(xs) 一 [BE]， 因 为 
ze RECG), 我 们 有 《x, sr》k > 0. 另 一 方面 ,由 于 2 和。 是 相互 
伴随 的 ,所 以 《x， sz)x 一 ns， 特别 ,ns 是 非 负 的 ， 命 题 被 证 明 ， 
命题 45 和 定 天 38 结合 起 来 ,我 们 得 到 : 
梁 6 计 性 信 旨 和 从 CD 人 人 人 


入 记 条件 CR) 与 以 条件 等 价 ， 
(CR') ”如 时 天 尽 够 大 ， 那 么 每 一 单 《LG]- 模 者 是 菜 KL[G1- 村 
(二) 对 的 化 
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定理 39 ( 方 -Swan) 假设 烙 G 是 p- 可 解 的 ， 也 就 是 说 ,G 有 
一 个 合成 到 , 官 的 合 到 因 于 或 者 -如 ,到 着 阶 与 ? 互 素 隐 内， 


那么 G 满 足 上 述 条 件 (R) 和 《R 
证 明 见 17.6。 


习 型 

15.5 记号 同 命题 44 里 一 样 ， 证 明 : 

Pi(G) = PHAG)IN PAG) = Ph(GIN RK(G). 

16.6 证 明 , 对 于 足够 大 的 KX 来 说 , 条 件 《R) 等 价 于 条 件 <(P 区 c)) = 
a(PA(G))N RKCG)，[ 注 意 PCG) 的 一 个 元 素 > 属于 Pi(G) 的 充分 且 必要 
条 件 是 对 于 一 切 y€ 了 CCc)， 都 有 《〈*)y7>kz>0，1 

16,7 取 G 是 群 SL(Y)， 这 里 5 是 域 五 = Z/#Z 上 一 个 2 维 向 量 空 
间 , 证 明 , 当 ; < ?时 ,G 在 了 的 ;次 对 称 等 ”内 的 自然 表示 是 绝对 不 可 约 
的 . [因为 G 的 -正则 业 的 个 数 等 于 * 由 此 推测 ， 确切 到 同 构 ,这 些 表示 就 
是 6 的 全 部 不 可 约 天 示 , 参 看 18.2, 定 理 43， 推论 3. ] 举 例 说 明 , 即 使 在 一 个 
足 侣 大 的 域 K 上 ，。 这些 琢 示 也 不 能 提升 到 特征 零 ，[ 对 于 2 一 7， i 一 4, 我 
们 有 dimV; = 5， 而 5 不 能 整除 5 的 阶 ;因而 Vi 不 能 提升 .] 


16.4 ”投射 A[G]- 横 的 例 : 亏 指数 为 零 的 不 可 约 表示 


在 这 一 节 里 ,总 必定 天 是 一 个 足够 大 的 域 . 

命题 46 设 E 是 一 个 单 K[G]- 模 , 了 是 中 一 人 在 6 之 Tf 条 
来 的 续 数 能 被 苯 除 ， 那么 ， 

(a) P 是 一 个 报 对 4LG]- 模 ; 

(b) 典范 聊 射 4[G]-*Endv(P) 是 满 射 , 它 的 核 ( 作 为 一 个 双 
壕 理 想 ) 晤 4LG] 中 一 个 襄 因 于 

(c) P 的 约 化 了 一 Pjmp 是 一 个 间 的 扫 届 让 GC] -六 . 

注意 让 (a) 推出 (过 看 守 理 38): 

首先 ， 半 为 ， 可 以 被 整除 ， 所 bg 宙 a 这 就 全 
我 们 可 以 不 部 引入 任何 分母", 即 在 环 4 为 来 应 用 Fourier 反 演 公 
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式 〈《6.2, 命题 11)。 说 得 更 详细 些 , 令 1 是 由 s€ G 所 定义 的 已 的 
自 司 态 ;如 果 pe Endx(P)， 那么 zztp 的 迹 Tr(sp'9) 属于 4 所 
以 我 们 可 以 定义 环 41G] 的 元 素 
up 一 2 Trssip)s, 

由 命题 11, ws 在 Endx( 玉 ) 里 的 象 是 1@q， 而 对 于 任意 一 个 不 
与 E 同 构 的 单 KLG]- 模 BE" 来 说 ,us 在 Endx(E') 里 的 象 是 0， 
特别 ,we 在 Endx《P) 里 的 象 是 gq, 这 就 证 明了 (b). 由 P 是 环 
Enda (P) 上 的 投射 模 这 一 基本 事实 就 得 出 论断 《a); 对 (c) 也 作 
同样 的 论证 . 

注 记 ”用 块 的 理论 (参看 [9], [20]) 的 语言 来 说 ,命题 46 就 
是 一 个 具有 唯一 的 不 可 约 特征 标 ( 或 亏 指数 为 0) 的 块 的 情形 . 

例 .如果 G 是 一 个 特征 为 ?的 有 限 域 上 的 半 单 线性 群 ， 那 么 
存在 G 的 一 个 不 可 约 线性 表示 (在 Q 上 ), 它 的 级 等 于 p"; 这 是 由 
R. Steinberg 所 发 现 的 G 的 特殊 表示 (参看 Canad. J]. of Math.,8， 
1956, p. 580 -591 和 9，1957，p. 347 一 351)。 根据 Solomon- 
Ti 的 一 个 结果 ,这 个 表示 可 以 作为 G 所 对 应 的 Tis 厦 的 最 高 维 
古 调 表示 来 实现 ”。 


习 题 


16.8 令 G= 对 (参看 5.7). 证 明 , 当 ”=2 时 , 群 6 没 有 在 命题 45 
里 所 措 述 的 那 种 类 型 的 不 可 约 表示 ,然而 当 # 一 3 时， 存在 这 样 一 个 表示 . 
对 名 , 讨论 同样 的 问题 。 

16.9 令 SES， 证 明 下 列 性 质 等 价 : 

Cs 是 一 个 投射 [6]- 模 ， 

(i 3 与 一 个 满足 命题 45 中 条 件 的 模 P 对 于 mm 的 约 化 同 构 - 

( 首 ) 5 的 Cartsn 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 元 素 cs 都 等 于 1 

[关于 (i) 和 (说) 的 等 价 性 已 见 习题 15.7.] 


1) 参考 LSolomon, The Steinberg Character of a finite group with BN- 
pair，R。Braucr 和 C.-H，Sah 纺 ，Tieory of Fipite Groups. WA, 
Benjamin, New York, 1969, p. 213—221. 
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第 十 七 章 证 明 


17.1 群 的 变更 . 

令 H 是 6G 的 一 个 于 群 。 我们 已 经 定义 过 关于 Rx 的 限制 和 诱 
导 : 

Resg: Re(G) 一 RCH) 和 Ind8:Rx(B) -> Rx(GX 

同样 的 定义 对 于 R4 和 Pi 也 适用 ;通过 限制 作用 , 每 一 LG1- 
模 定 义 了 一 个 [HH]- 模 。 如 果 前 者 是 投射 模 ， 那 么 后 者 也 是 投射 
模 。 过渡 到 Grothendieck 群 ,我 们 得 到 同 态 

Resé: Ri(G) 一 Re) 和 Re PAG) > PAH). 

男 一 方面 ,如 果 E 基 一 个 x[G]- 神 ,那么 IndE 二 KLG1@imE 
是 一 个 [GJ]- 模 (叫做 EE 的 诱导 )， 如 果 马 是 投射 模 , 那么 E 的 诱 
导 也 是 投射 模 。 于 是 我 们 有 以 下 的 同 态 : 

Ind8 Ri(H)—> RAG) 和 Indg: PAH) -> PLCG). 

利 月 张 量 积 的 结合 性 ,容易 证 明 , 在 下 列 每 一 情形 : 

(3) x€ Rx(H), y€ Re(G) 和 Index . y€ Rx(G), 

{b) xE€ RCH), y€ Ri(G) 和 Indg(o » y € RACG), 

(co) x€ RAH), yE PAG) 和 Indi(w) * y €E PAG), 
公式 
(*) Tndg(x * Resy) 一 IndB (x) * y 
成 立 . (因为 PLG) 是 RiCG) 上 的 和 模 , 所 以 情形 〈c) 有 意义 .》 

最 后 ,第 十 五 章 里 的 同 态 c,d，。 都 与 同 态 Res8 和 Ind8 可 交 
换 . 


习 
17.1 把 Ref 和 Ind8 的 定义 推广 到 这 样 的 同 态 Hm6 的 情形 , 这 个 
同 访 的 核 的 阶 与 # 五 素 ( 参 看 习题 7.I)。 
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17.2 在 模 表 示 情形 的 Brauer 定理 
定理 4 令 X 是 6 的 一 切 Tx- 初等 子 群 所 成 的 集合 〈 参 君 


Ind: C9 RAH) — Ri(G) 


HEX 


Ind: 60 PA(H) > Pi(G) 


( 换 名 话说 ,定理 28 对 于 Re 和 Pi 来 说 也 成 立 .》 
令 lx 和 分 别 表示 环 RxKG) 和 Ri(G) 的 单位 元 ， 我 们 
有 dl(1x) 一 4。 由 定理 28, 我 们 可 以 将 1x 写成 以 下 形式 


lx = 六 nda(xa)， 这 里 zae Rx(H). 


两 端 用 来 作用 ,并 且 利用 z 与 fad8 可 交换 的 事实 , 我们 得 到 关 
于 14 的 一 个 类 似 的 公式 : 
4 一 了 Inda( 芍 )， 这 里 区 一 d(xy) € RAHD。 


BEX 


设 ye RKG) (或 9e PKCG))， 对 上 式 两 端 乘 以 》, 就 得 到 
y 一 1 一 >) Inda(ah) y 
经 


一 > Imndg(zz * Resgy). 


Hex 


: 


是 定理 被 证 明 . 


到 于 PKCG) 二 放电 科 ,这 时 局 PCED， 
事实 上 。 当 天 足够 大 时 ,大 恰 是 G 的 一 切 初等 子 群 所 成 的 集 


人 
注 记 定理 40 的 论证 方法 在 其 它 的 许多 场合 也 适用 〈 参 看 
Swan [21， 站 3,4)。 例 如 ,可 以 推导 出 以 下 定理 ,这 是 Artin 定 
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理 〔( 参 看 定理 27) 的 类 比 : 
定理 44 令 T 是 G 的 一 切 储 环 子 群 所 成 的 集 分 局 态 
QInd: © QBRAH) > QORAG) 
A 
和 


QInd: 0 QIPAID — QOPAG) 


ET 


17.3 定理 34 的 证 明 


我 们 要 证 明 , 4: Re(G》 -> Ri(G)》 是 满 射 .由 定理 109, RA(G) 
由 一 切 Indg(RtCED)) 生成 ,这 里 及 是 C 的 Tx- 初 等 子 群 ， 因 为 4 
与 每 一 Ind 可 交换 ,所 以 只 需 证 明 ，RCR) = 4(Rx(H))， 于 是 
为 5 是 Te- 才 等 子 群 的 情形 。 在 这 一 情形 ， 我 们 有 以 下 更 
为 精确 的 结 


站 《( 记 是 一 个 4 上 上 自由 A161 et 

《( 换 句 活 说 , 4 将 RECG) 映 成 RECG).) 

设 1 天 p， 令 Cs 是 C 的 p- 准 素 成 份 ，E' 是 向 最 空间 E 中 被 
Cs 天 定 的 元 素 所 成 的 于 空间， 因为 cy 是 一 个 p- 群 ,所 以 B' 姑 0 
( 参 夺 483， 命题 26)， 又 因为 Co 是 G 的 正规 子 群 ， 所 以 子 空间 
E 上 , 且 G 在 E 内 的 表示 是 由 G/Co 的 一 个 表示 产生 的 .因为 G/C。 
的 阶 与 * 各 素 ,显然 这 样 一 个 表示 可 以 提升 (参看 15.5). 

现在 设 了 一 p， 我 们 对 6 的 阶 作 归 续 法 ， 因 为 C 的 阶 与 ? 互 
素 , 所 以 C 在 忆 内 的 故 示 是 半 单 的 ， 它 被 分 解 为 同型 的 [C1- 模 
的 直 和 (参看 8.1, 命题 24): 


EE,. 
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群 G 置换 所 有 的 E。; 因为 了 是 单 的 ,所 以 G 可 迁 地 置换 这 些 非 堆 
的 E。， 令 Es 是 其 中 的 一 个 ,而 Ge 是 G 中 满足 条 件 Bo ~ Es 的 

切 元 素 * 所 成 的 子 群 。 显然 Es 是 一 个 站 Gs]- 模 ， 而 与 对 应 
的 诱导 模 Ind&(Ew) 同 构 ， 再 者 ,Gs 是 了 的 一 个 子 涪 与 群 C 的 半 
直 积 。 如 果 Es 涛 下 ， 那 么 Gs 关 G6， 对 Ge 应 用 归纳 法 假设 , 则 
Es 可 以 提升 ;从 而 互 也 可 以 提升 . 

这 样 ， 我 们 可 以 假定 王 是 一 个 同型 的 tCJ- 模 ， 令 ?表示 在 
上 定义 区 C]- 寞 结构 的 那个 XG] 到 Endqt(E) 内 的 同 态 。E 
是 同 至 的 [C1- 模 这 一 事实 相当 于 [C1 在 P 之 下 的 象 是 的 一 
个 有 限 扩 城 如 ，p 在 C 上 的 限制 是 同 态 p; C 一 ks*， 而 万 由 
9(C) 在 # 上 生成 。 于 是 模 互 容 有 一 个 马 - 向 量 空间 结构 . 

现在 选取 E 中 一 个 在 P 之 下 不 变 的 元 素 v 到 0; 这 是 可 能 的 ， 
因为 P 是 一 个 p- 群 参看 8.3, 命题 26， 对 于 xEC, seEP, 令 
一 szt。 我们 有 

pp) ~ 0) plsrs ps) vm glx) ew, 
所 以 ,中 由 一 切 p(x) * z，xE C， 所 生成 的 子 空 间 fw 在 C 和 
DD 之 下 稳定 ， 从 而 等 于 ， 因 此 、dimwE 一 1。 这样， 我 们 可 以 
将 EE 与 祝 如 此 地 等 同 起 来 使 得 成 为 的 单位 元 ， 对 于 任意 
46 G,p(o) 是 多 向 量 空间 盛 的 一 个 自 同 态 ,。 对 于 *e P, 根据 作 
法 ,我 们 有 oA1) 一 1， 上 面 的 公式 表明 , 对 于 任意 *e C， 
opr)) 一 pz) 
困 此 ,对 于 任意 xxzecC， 
gp pr)) = ol ps) a px)). 
因为 如 由 一 切 p(x) 生 成 ,所 以 , 当 4, a EW 时 ,我 们 有 

gaa') = oa)oka'); 
换 名 话说 , 0, 是 域 六 的 一 个 自 同 构 , 并 且 映 射 *r* o， 是 一 个 同 态 
0: PY Gal(K'/R)， 这 里 Gd(K/R) 表示 久 庆 的 Galois 群 。 现 在 
容易 定义 巨 的 提升 ， 令 K' 是 天 的 对 应 于 剩余 域 的 扩张 人 针 的 非 
分 层 扩 域 ,又 令 4 是 天 ' 的 整 量 环 ;典范 同 态 

GK'/K) 3 GACKAR) 
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给 出 了 P 在 天 上 和 在 4' 上 的 作用 (利用 o)、 另 一 方面 * 同 态 p: 
C ~ ki* 唯一 站 提升 《例如 ， 利 用 乘法 代表 系 )》 到 一 个 同 坊 证 : 
C 一 4%*， 这 个 同 态 给 出 C 在 4 上 一 个 乘法 作用 于 是 立即 得 
出 (由 唯一 性 ), 对 于 任意 xe C， +E P， 仍 然 有 
org) 一 Ex). 

这 就 是 说 , C 和 P 在 4' 上 的 作用 共同 给 出 6 的 一 个 作用 。 对 于 这 
样 一 个 4[ GI- 模 结构 来 说 ,4' 就 是 所 要 求 的 提升 。 

注 记 当 是 够 大 时 ,我 们 只 需 对 于 G 是 初等 群 ,从而 是 C 与 
P 的 直 积 的 情形 来 证 明定 理 42， 这 时 上 面 的 证 明 变 得 非常 简单 : 
群 了 平凡 地 作用 在 单 模 E 上 ,于 是 E 可 以 看 成 一 个 单 姓 CI- 模 , 提 
升 是 没有 困 淮 的 ， 


17.4 定理 36 的 证 明 


设 六 是 在 # 的 一 切 塞 中 ,能 整除 G 的 阶 的 最 大 者 。 我 们 要 证 
上 明 ,c: PKG) 一 RKG) 的 余 核 被 加 零 化 、 我 们 分 两 个 情形 来 讨 
论 : 
(4) x 是 是 名 大 用 
让 定理 40 的 推论 ，Ri(G) 由 一 切 Ixd$(RKH)》 生 成 ,这 里 
互 是 G 的 初等 子 群 ， 于 是 就 归结 到 为 G 是 初等 的 情形 ， 这 时 G 分 
解 为 直 积 5 X P， 其 中 5 的 阶 与 # 互 素 ,而 P 是 一 个 p- 群 . 在 
15.7 已 经 看 到 ,这 样 一 个 群 的 Cartan 矩阵 是 纯 量 矩阵 六， 因此 在 
这 一 情形 定理 成 立 。 
(b》 一 般 情形 
令 K' 是 K 的 一 个 足够 大 的 有 限 扩 域 , 是 它 的 列 余 域 ， 由 多 
到 区 的 纯 量 扩张 给 出 一 个 交换 图 : 
0 一 PKG) -Pue(G) 一 P 一 0 
c EE# r 
0 一 RefG) 一 Ri(G) 一 人 一 0 
这 里 一 Pe(G)/PA(G), R 一 Rue(G)/RiCG)， 于 是 就 得 到 正 会 
列 . 
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0 一 Rer(e) ~— Ker(e’)— Ker(7) ~ Coker(e) 
一 Coker(¢') —> Coker(7) — 0. 
由 (a)，Coker(e') 被 加 零 化 ， 因 为 PCG) 和 Ruw(G) 有 相同 


的 佚 ,所 以 


“是 单 射 。 同 样 的 结果 对 “ 也 成 立 ,从 而 Coker(c) 是 


有 限 的 ， 然 而 我 们 已 知 PKG) 一 Pb(G) 是 一 个 分 裂 内 射 《参看 
14.6). 于 是 群 P 是 Z 上 一 个 自由 群 ,从 而 Ker(y) 也 是 名 上 自由 
群 . 因为 Ker(e') 一 0 而 Gokec(c) 是 有 限 的 ， 所 以 由 上 面 的 正 


合 列 得 Ker( 


7) 一 0; 于 是 Coker (c》 被 嵌 人 Coker (ec') 内 .由 


于 后 者 被 如 办 化 ,所 以 Coker(c) 也 被 普 零 化 ,定理 被 证 明 。 


17.5 定理 3 


8 的 证 明 


必要 时 对 K' 扩张 ,我 们 总 可 以 假定 天" 是 足够 大 的 。 


0) 必 


令 巨 是 一 


村 性 
个 投射 4[G]- 模 ,xX 是 K'[G]- 模 K'@7 的 特征 


标 , 设 se G 是 刀 奇 异 的 ， 我 们 要 证 天 Xx(:) 一 0. 用。 所 生成 
的 循环 子 群 来 代 符 G, 我 们 可 以 公 定 G 是 和 环 群 ,因而 有 形状 x 


P, 这 里 5 的 


阶 与 ? 互 素 ， 而 了 是 一 个 p- 群 。 由 15.7，E 同 构 于 


F@4'[P], 这 里 F 是 4 上 一 个 自由 4'[5]- 模 . 于 是 K'@E 的 


特征 标 % 等 了 


Fp@re， 这 里 中 是 5 的 一 个 特征 标 ,而 rp 是 也 的 正 


则 表示 的 特征 标 。 这 样 一 个 特征 标 显然 在 5 以 外 是 过， 从 而 特别 
有 XC) = 0. 


人 芭 


分 全 (第 -部 分) 


令 yE€ERkKG)， 而 * 是 对 应 的 蜡 特 征 标 ; 又 假设 对 于 G 的 每 
一 - 亲 异 元 素 s, 都 有 XCs) 一 0. 
我 们 将 证 明 , ?属于 Pw(G)( 这 里 群 Pa(G》 通 过 映射 < 与 


Rx 必 G) 的 一 


个 子 群 等 同 起 来 )。 


由 定理 40 的 推论 ,我 们 有 


I 工 一 Zind(xe)，xne Re(G)， 


这 里 五 遍历 G 的 初等 子 群 . 将 上 式 乘 以 ”我 们 得 到 
7 一 ZInd(ya), 这 里 yu 一 xn ResnCy) € RCD). 
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yn 的 特征 标 在 号 的 p- 奇 异 元 素 上 是 零 。， 如果 能 知道 yx 属于 
Pw(H); 那么 就 得 出 属于 P46)， 因 此 就 归结 到 G 是 初等 的 情 
形 , 
现在 如 上 地 将 G 分 解 为 GE 一 S x P， 我 们 有 
Rx/G) 一 Re(S)QRkr(P). 
因为 x 在 s 以 外 取 什 零 , 我 们 可 以 将 X 写成 1@rp 的 形式 ,这 里 
是 8 上 一 个 类 函数 , 而 ro 是 的 正则 表示 的 特征 标 。 如 果 P 是 5 
的 一 个 特征 标 ,那么 
《CQ@rep@D 一 人 err 一 人 hp 
因为 左 端 等 于 《xX，p 食 1》， 它 是 一 个 整数 ;因此 对 于 一 著 P 来 说 、 
《f,p》&E 名, 这 就 证 明了 了 是 5 的 一 个 虚 特 征 标 。 这样, 我 们 可 以 
把 ?写成 


y= ys@ye 

的 形式 ,这 里 ys€ Rg 必 S) 而 和 是 了 的 正则 表示 的 类 .因为 ys E 
Psw(S)，yp6 P4(P)， 所 以 我 们 确实 有 》e Ps(G). 

(划分 外 (第 二 部 分 ) 

保留 (i) 的 记 法 ,并 且 假 定 ? 的 特征 标 的 值 在 天 内 ， 我 们 
材 证 ? 属于 PaA(G)。 由 (i)， 我 们 至 少 知道 ye Pew(G)- 

令 7 是 扩 域 K'/K 的 次 数 .通过 限制 作用 ,每 一 4[G]- 模 定 
义 一 个 4[G]- 模 , 并 县 当 前 者 是 投射 模 时 , 后 者 也 是 投射 模 ， 这 
样 , 我 们 得 到 一 个 同 态 : 

x: Pa G) > PAG), 

令 2 一 x(y). 那么 x 一 r，'y. 事实 上 ,只 要 在 RK(G)》 里 验证 
这 个 等 式 就 够 了 .为 此 ， 只 需 证 明 ， 与 z 对 应 的 特征 标 X。 等 于 
r %。， 然 而 我 们 有 


Xs 一 Trewvx(X)s 
又 因 为 x 的 值 在 KK 内 ,所 以 就 得 到 Xs = + 多 
这 样 ,7E PG) 而 + y 《PsAG)， 然 而 包含 映射 PAG) 一 
Pi(G) 是 一 个 分 裂 内 射 ( 参 君 141.6)， 由 于 +*y 在 Puw(G) 内 可 
以 被 "整除 , 从 而 在 Pa(G》 内 也 是 一 样 , 这 就 是 说 ，y € Pa《G)。 
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证 明 完毕 。 
17.6 ”定理 39 的 证 明 

我 们 说 , 群 G 是 一 个 高 度 为 的 p- 可 解 群 ， 如 里 它 是 4 个 群 
的 逐次 扩张 ,而 这 个 铬 的 阶 或 者 与 ? 互 素 , 或 者 是 ? 的 一 个 宕 。 
我 们 要 证 明 , 当 足够 大 时 ,每 一 单 [G1- 模 都 可 以 提升 到 4 上 一 
个 自由 4[G]- 横 . 

我 们 对 作 归纳 法 ( 当 如 = 0 时 是 显然 的 ), 并 且 对 于 高 度 为 
4 的 狼 , 再 对 群 的 阶 作 归 纳 法 。 

令 T 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 它 的 阶 或 者 与 ? 互 案 ， 或 者 是 p 
的 轰 。 且 设 G/1 的 高 度 是 4 一 1。 念 互 是 一 个 单 《因而 绝对 单 ) 
丰 G]- 模 。 如 果 工 是 一 个 - 群 ， 那 么 互 中 一 切 在 了 之 下 不 变 的 元 
素 所 成 的 子 空间 EB’ 到 0， 因而 等 于 ;于 是 E 是 一 个 单 姓 G/1]- 
模 ， 由 归纳 法 假设 ， 它 可 以 提升 到 4 上 一 个 自由 4LG/1]- 模 , 因 
而 在 这 一 情形 ,上 述 结论 成 立 . 

或 在 假设 工 的 阶 与 互 素 . 将 分 解 成 一 些 同型 iL7]- 模 的 
直 和 ( 即 同 构 的 单 槛 的 和 ): 


E = BE,, 
这 里 E。 是 一 个 35. 型 的 同型 下 1- 模 ， 

群 G 置 换 这 些 EE。; 因为 E 是 单 模 , 所 以 G 可 迁 地 置换 那些 非 
零 的 F。。 令 E。 是 这 样 的 非 零 单 模 之 中 的 一 个 , 令 G4 是 由 中 满 
足 条件 :E。) 一 5。 的 元 素 : 所 成 的 子 群 . 那么 Es。 是 一 个 Gs]- 
模 ， 并且 显然 是 对 应 的 诱导 [GJ]- 模 ， 如果 瑟 关 已， 那么 
Gs 关 G， 于 是 对 Ge 应 用 归纳 法 假设 得 出 E。 可 以 被 提升 ,从 而 EE 
也 同样 地 可 以 被 提升 ， 

现在 可 以 假定 5 是 一 个 5 型 的 司 型 [1]- 模 ,这 里 3 是 一 个 单 
直 了 7]- 横 ， 因 为 工 的 阶 与 ? 互 素 ,所 以 本 质 上 是 唯一 的 方式 可 以 将 
5 提升 到 4 上 一 个 自由 4[1]- 模 $5， 显然 好 5 是 绝对 单 的 。 由 
6.5, 命题 16 的 推论 2 可知 ，dim 5 能 整除 了 的 阶 ; 特 别 ，dim 3 与 
放 互 素 . 
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现在 令 s€ G， 又 令 i 表示 了 的 自 同 构 +m>sxs™*。 因 为 E 是 
3 型 同型 模 ， 由 此 推出 3( 从 而 5) 与 它 波 i, 变换 所 得 的 象 同 构 。 
这 可 以 表述 如 下 : 

设 p:1 一 Aut 8 是 在 8 上 定义 一 个 /- 模 结构 的 那个 同 杰 , 令 
如 ,是 一 切 这 样 的 +e Aut(S) 所 成 的 集合 ;对 于 任意 re 1， 
. po) = plsxs7). 
那么 U, 不 空 . 

令 Gi 是 由 一 切 元 素 对 :5/)， sé 5 te U,， 所 成 的 群 ， 映射 
Cs) =， 是 一 个 满 同 态 G, -> G; 它 的 核 等 于 D1, 就 是 4 的 乘法 
群 4*。 这 样 ， 群 G1 是 群 6 通 过 4* 的 中 心 扩张 ， 它 通过 同 态 
(orz 而 作用 在 $ 上 . 

。 我 们 现在 要 用 一 个 有 有限 群 来 代 将 G,， 令 4 = dim3、 如果 5e 
G， 那 么 元 素 dct 人)，+E DU,， 组 成 4* 楼 4” 的 一 个 陪 集 ， 必 要 
时 扩大 K( 这 是 可 以 的 ,因为 这 样 做 不 改变 Re(G))， 我 们 总 可 以 
假定 这 些 院 集 都 是 平凡 的 , 换 句 话说， 每 一 0, 都 合 有 一 个 行列 式 
是 1 的 元 素 ， 令 C 是 一 切 det(p(x)), xzé 1， 所 组 威 的 4* 的 子 
群 ,而 G 并 一 切 元 案 对 (s, 作 ,+e U,，det(#)e C，- 所 组 成 的 
Gu 的 子 群 。 群 G, 在 上 述 的 映射 G -> G 之 下 被 映 到 G 上 ; Gi 
G 的 核 N 与 4* 中 满足 条 件 ee C 的 元 素 “所 成 的 子 群 局 构 。 因 


司 . 

令 pz: Gs Aut(8) 是 6G; 的 表示 《站 tz， 如 果 通 过 x 
《x5plx)) 将 了 与 G; 的 一 个 子 群 等 同 起 来 ,那么 wm 在 工 上 的 限制 
就 等 于 p， 这 样 ,我 们 虽然 没有 将 开拓 到 G 上 ， 但 至 少 已 经 开拓 
到 6 的 一 个 中 心 扩 张 上 上 《我们 得 到 在 Schur 的 意义 下 ，G 的 一 个 
“射影 "表示 )， 注 意 工 在 G: 内 是 正规 的 ,并 且 1 人 NN 一 {1}). 

现在 回 到 初始 的 G]- 模 上 来 。 令 F 一 Hom'(3, E) 而 
au; 5@F 一 电 是 一 个 同 态 , 它 对 于 每 一 a€ 5, bE F， 使 E 中 的 
元 素 ba) 与 < 四 “对 应 。 由 和 也 是 了 型 同型 的 容易 推出 ,“ 是 
5@F 到 瑟 上 的 一 个 同 梅 。 
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群 G: 通 过 p, 的 约 化 丽 作 用 在 5 上 ;又 通过 G; 一 G 作用 三 

上 ;从 而 作用 在 FF 上。 同 构 活 射 

za: SOF >E 

与 G; 的 作用 是 相 容 的 . 这 样 一 来 ,看 成 一 个 [Gs]- 模 ,可 以 与 
[G2]- 模 3 和 的 张 量 积 等 司 踪 来 ,于 是 为 了 提升 , 只 要 提升 
和 到， 再 取 它们 的 提升 的 张 量 积 部 可 ， 这样 就 得 到 4 上 一 个 自由 
4[G;]- 模 基因 为 Y 的 阶 与 2? 互 索 是 平凡 地 作用 在 名 的 约 化 
模 E 上 ,由 此 得 出 ,N 平 凡 地 作用 在 惫 上 (参看 15.5), 所 以 音 可 以 
看 成 一 个 4[G]- 模 ;从 而 五 确实 可 以 提升 . 

于 是 只 剩 下 证 明 F 可 以 提升 (5 的 情形 已 经 解决 )、 然 而 F 是 
一 个 单 x[6]- 模 (因为 E 是 ), 根据 它 的 构造 法 , 了 平凡 地 作用 在 
上 ， 所 以 我 们 可 以 将 它 看 成 一 个 单 [H]- 模 ,这 里 日 = GW/1. 

群 妃 是 G/1( 它 是 一 个 高 度 所 4 一 1 的 yp- 可 解 群 ) 通 过 群 N 
的 中 心 扩张 ,而 NN 是 一 个 阶 与 互 罕 的 循环 群 。 如 果 有 一 1, 那么 
五 一 N, 从 而 了 可 以 提升 (参看 15.5). 设 源 2, 群 H/N 含有 一 
个 正规 子 群 M/N， 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(2) H/M = (HAN)/(M/N) 的 高 度 委 磊 一 并 

(b) M/RN 或 者 是 一 个 p- 群 ,或 者 是 一 个 阶 与 ? 互 案 的 群 . 

如 果 MM/N 是 p- 群 ,那么 由 于 N 的 阶 与 fp 互 案 , 所 以 对 可 以 
写成 积 N x P 的 形式 , 这 里 P 是 一 个 p- 群 。 用 证 有明 开始 时 的 同样 
证 法 可 知 , P 平 凡 地 作用 在 F 上 ， 从 而 F 可 以 看 成 一 个 《LH/P]- 
模 ， 然 而 H/P 的 高 度 显 然 所 一 1。 由 归纳 法 的 假定 ,F 可 以 
提升 . 最 后 , 只 剩 下 M/N 的 阶 与 ? 互 素 的 情形 .这 时 MM 的 阶 也 
与 9? 至 素 ,而 由 于 H/M 的 高 度 所 和 一 2， 所 以 有 的 高 度 所 4 一 
1。 于 是 又 可 以 应 用 归纳 法 假定 ， 定 理 证 毕 , 口 
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第 十 八 章 模特 征 标 


我 们 所 讨论 的 结果 ,大 部 分 是 由 R. Brauer 给 出 的 ， 他 使 用 了 
稍 许 不 同 的 语言 ， 即 模特 征 标的 语言 来 叙述 的 。 我 们 在 这 里 将 加 
以 说 明 . 

为 了 简单 起 见 ,总 假定 是 一 个 足够 大 的 域 . 


18.1 表示 的 模特 征 标 
令 Gru 表示 G 的 一 切 p- 正 则 元 素 所 成 的 集合 ，m' 是 Gres 中 
元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 。 由 假定 ,天 包 含 m' 次 单位 根 的 群 px; 再 
者 , 因为 m' 与 # 互 案 , 所 以 对 m 的 约 化 作用 是 px 到 剩余 域外 中 
"次 单位 根 的 妖 pt 上 的 同 构 观 射 : 对 于 2e pt， 我 们 令 7 表 示 
pk 中 对 mn 约 化 后 等 于 4 的 郑 个 元 素 . 
令 E 是 一 个 #* 维 岂 G]- 模 ,又 令 s& Ge， 而 se 是 由 :所 定义 
的 巨 的 自 辣 态 ， 因 为 * 的 阶 与 ? 互 素 。 所 以 ss 可 以 对 第 化 , 它 的 
特征 值 《4,… ,2。) 属于 px， 令 
pes) 一 Db, 
这 样 定义 的 函数 wa: Gu 一 4 叫做 的 模特 征 标 (或 Brauer 特征 
标 )。 容 易 得 出 下 列 性 质 : 罗 
G) ya) se dimB. 
(i) ps 是 Gee 上 的 类 函数 ， 即 对 于 5e Gns 和 +6 G, 我们 
有 
EC 人 D = Pal) 
(证 )》 如 果 0 一 互 一 互 -一 一 0 是 一 个 站 G]- 模 正 合 列 ， 
那么 
a’ ™— Pat pe”, 


(Ci) PE 一 PE, * PE 
GY) 如 果 + 《 G 的 p~ 分 支 : 属于 Grs， 那么 的 自 同 态 二 
的 迹 是 pa(s) 对 严 的 约 化 : 
Trlsz) = pels), 
这 里 视线 表示 对 mn 的 约 化 . (注意 到 (zs 的 特征 值 都 是 p" 次 单 
位 很 ,而 志 的 特征 为 p, 从 而 这 些 特征 值 都 等 于 1。 由 此 推出 二 与 
二 有 相同 的 特征 值 ,从 而 得 出 所 求 的 公式 ,》 

(Yi) 令 F 是 一 个 特征 标 汶 x 的 K[G]- 模 , E, 是 F 的 一 个 在 
G 之 下 稳定 的 格 ，E 一 E,/mE， 是 E, 对 mm 的 约 化 .那么 pz 是 X 
在 Gus 上 的 限制， 

(只 要 对 于 是 阶 与 ? 互 素 的 循环 群 的 情形 来 证 明 就 够 了 . 
再 者 ,定理 33 表 明 , ps 不 依赖 于 稳定 格 E, 的 选取 。 这 样 就 可 以 归 
结 到 ,是 由 G 的 特征 向 最 坐 成 的 情形 , 而 在 这 一 情形 , 结果 是 显 
然 的 .) 

(vi) 和 如 果 F 是 一 个 投射 ALG]- 模 ,而 名 是 一 个 投射 4[G]- 
模 , 它 的 约 化 就 是 F， 我 们 把 的 特征 标 ( 即 K[G]- 模 K@@8 的 
特征 标 ) 记 作 旬 r。 如 果 瑟 是 任意 一 个 [GJ]- 模 , 我 们 知道 ，E@F 
是 一 个 投射 [GJ- 模 ,从 而 Beer 有 意义 .我 们 有 

Busels) 一 { 9z(z)ge(e)， 如 果 5€ Gery 
0， 在 其 它 情形 . 
gs 在 Gns 以 外 没有 意义 ， 上 面 的 公式 可 以 简单 地 写成 Beer 一 
人 "是 F， 

《我 们 知道 ,如 果 s Gre， 那 么 zerls) 一 0， 参看 定理 37. 
另 一 方面 ， ser 在 G 上 的 限制 等 于 E@F 的 模特 征 标 。 于 是 由 
《iv), 它 等 于 ps， ge)- 

《vii) 在 (vi) 的 假定 下 ,我们 有 

CE, PN ED ir)pel) ~ (pe 87) 
Er 
这 里 g 一 Card(G). 
《根据 定义 ，《E，F)》4 是 日 一 Hom(F,E) 中 被 G 固 定 的 元 
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素 的 全 体 所 成 的 子 空间 再 s 的 维 数 ， 然 而 遇 是 一 个 投射 LGJ- 模 。 
如 果 令 音 表 示 对 应 的 投射 4[G]- 模 ， 那 么 容易 看 出 dim4H° 一 
rank 疗 。， 如 果 9 是 天 @ 音 的 特 全 村 ,那么 
(E, FY C1, ga 一 一 ep bals), 
br 

但 是 旦 与 E 和 FF 的 对 偶 的 张 量 积 同 构 ， 由 (wii), 对 于 s& Gxss 我 
们 有 xCs) 一 Br(s"!)ps(s), 而 在 其 它 情形 , 多 s(s) 一 0、 由 此 就 
得 到 所 求 的 结果 ,》 

特别 考虑 中 是 @G 的 单位 表示 的 情形 ,我 们 得 到 : 

(ix) F 中 在 6 之 下 不 变 的 天 家 计 丰 的 于 空间 Fe 的 维 数 是 


{1sBp) 一 一 2 els). 


BkGrcg 


注 记 性 质 ( 沁 ) 使 我 们 有 可 能 定义 RACG) 的 任意 元 素 * 的 
囊 术 特征 标 9-。 由 (vi), 如果 x ~ dy),y《 Rx(G)， 那么 各 就 
是 > 的 虚 特 征 标 X, 在 Gre 上 上 的 限制 . 

对 于 上 任意 一 个 线性 代数 群 6， 忆 可 以 给 出 类 似 的 定义 (为 了 简单 起 
见 ,标定 是 一 个 代数 际 域 )、 这 时 集合 Gus 就 定义 为 6 的 一 切 半 单 元 素 所 
成 的 集合 。 如 果 三 是 6 的 一 个 线 竹 表示 ;而 <€ Gus， 那么 pz(z) 就 定义 为 
二 的 特征 值 的 委 法 代 玫 的 和 ;这 时 视 矢 征 标 ps 就 定义 为 在 4 中 取 估 的 cos 
上 的 类 三 数 ， 


18.2 模特 征 标的 无 关 性 
我 们 已 经 说 过 ， Sx 表示 单 [GJ- 樟 的 癌 机 着 丰 的 集合 与 


六 个 定理 也 可 页 朋 以 下 的 等 价 虹 区 述 ， 
定理 43” 号 射 = > bol 二 站 ORK) 映 到 在 KK 


“ 直 这 两 个 定 吉 以 直 护 得 到 
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Cr 上 至 值 的 于 音素 * 组 成 . 

(因为 4 是 满 射 ,区 此 ReCG) 就 作为 Re(G) 的 一 个 商 群 被 
具体 地 描述 出 来 .7 

推论 3 单 并 0] -楼 司 罗 的 个 数 等 二 6 的 -正则 共 吉 的 
个 数 ， 

定理 43 的 证 明 

人 首先 证 明 。 pe(EE Sa) 在 K 上 线性 无 关 。 事实 上 ,假设 
有 一 个 关系 式 asps 一 0, ag€ K, 且 og 不 全 为 堆 ， 必 要 时 用 
的 某 一 元 素 去 乘 这 些 sr, 我 们 总 可 以 假定 a 都 属于 环 4, 并 且 至 
少 有 一 个 不 局 于 mm 对 mm 约 化 ,我 们 就 得 到 ,对 一 切 :& Ges 都 有 


Sa 一 0， 


ES 
这 里 模 线 表示 对 于 m 的 约 化 ,并 且 至 少 有 一 个 盏 不 等 于 零 . 中 前 
一 上 的 公式 (Y), 对 一 切 + G， 我 们 有 
ZasTr(is) ~— 0. 
于 是 对 一 切 4 [61， 这 个 等 式 也 成 立 ， 然 而 及 是 足够 大 的 ， 樟 
三 是 绝对 单 的 ,所 以 由 稠密 性 宣 理 《〈[8]，$ 4，。no. 2)， 间 坊 
ALGI 一 © EndKE) 


ES 


是 注 的 ， 现 在 设 PE SA 使 得 友 天 0 令 we EndxKE) 的 迹 是 1 
(例如 。 在 一 直线 上 的 射影 )， 而 : 是 《[G] 的 一 个 元 素 ， 它 在 
EndKE) 内 的 象 是 w 而 在 Endx(B)，E’ 天王， 内 的 象 是 0， 于 
是 就 有 3， 1 - 0， 这 是 一 个 矛盾- 

证 明 的 这 一 部 分 对 于 线性 代数 群 也 完全 适用 . 

(b) 我 们 要 证 明 ， 一 切 ps 生成 Gx 上 类 函数 所 成 的 向 量 
空间 。 令 了 是 这 拌 一 个 类 函数 ， 并 且 将 它 开 拭 为 CG 上 一 个 类 函数 
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我们 知道 ,了 可 以 写成 乙 iz 的 形式 ,2 天 而 hE Rx(G). 
因此 了 一 hd(Xi)， 这 里 UKs) 是 Xi 在 Grs 上 的 限制 。 因 为 每 
一 4(Xi) 都 是 pe 的 线性 组 合 , 所 以 就 得 到 所 要 求 的 结果 。 

问题 (Brauer) 令 Ee Sp" 是 在 ?的 一 切 曙 中 能 整除 dimE 
的 最 大 者 ， 问 产能 否 整 除 G 的 阶 ? 


习 题 

18.1 《在 这 个 习题 里 ,并 不 假设 6G 是 有 限 群 ， 也 不 假设 的 特征 并 0.) 
令 E 和 EE 是 半 单 作 6]- 模 ， 假 设 对 于 每 一 + 《 G ,多 项 式 det1 + te7) 和 
det(1 十 se) 都 相 等 .证明 与 E” 同 构 [归结 到 不是 代数 闭 域 的 情形 并 且 
辣 定 理 43 证 胡 中 的 (a) 部 分 一 样 来 沦 证 . ] 作 为 一 个 推论 证 明 , 如 果 王 是 半 
单 的 并 且 所 有 所 都 是 么 智 的 ， 那 么 平凡 地 作用 在 己 上 〈Kolchin 害 理 )。 

18.2 令 遇 是 群 G 的 一 个 于 群 ,F 是 一 个 [如 ]- 模 ;又 令 E = Indh(F)， 
证 明 ,E 的 模特 征 标 ps 由 gr 通过 与 特征 零 的 情形 局 样 的 公式 得 出。 

18.3 环 Re(G) 的 谱 是 什么 ? 

18.4 证 明 , 一 切 不 可 约 特征 标 构成 在 4 内 取 值 的 Ge 上 类 函数 所 成 的 
4- 模 的 一 个 基 。[ 利 用 10.3, 引 理 8 证明, 每 一 在 4 内 取 值 的 Geee 上 类 函数 
都 可 以 开拓 为 一 个 属于 4@Rx(G) 的 5 上 类 函数 .] 


183 ”重新 表述 


我 们 在 上 一 节 已 经 看 到 ， 肌 射 xz 上 > gp: 定义 了 K@RA(G) 
到 Grs 上 类 函数 所 成 的 向 量 空间 上 的 一 个 同 构 ， 另 一 方面 , 肌 身 
天 四 oKQ@PKG) 一 KG@Rx(G) 将 KG@RCG) 与 在 Gos 之 外 取 零 
值 的 G 上 类 函数 所 成 的 向 量 空间 等 同 起 来 《例如 ,可 以 比较 这 两 个 
空间 的 维 数 来 验证 这 一 点 )。 与 玉 作 张 量 积 , cde 三 角 变 成 以 下 形 
式 : 


E Cs 上 贡 本 数 [sea | 


N/a 
条 | 
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映射 KG@e，KBz，K@。 显然 依次 是 限制 映射 ,限制 映射 ,包含 
映射 ， 注 意 根据 定理 36 的 推论 1，K@c 是 一 个 同 梅 映 射 。 

和 矩 陈 C 和 D 可 以 如 下 地 解释 : 如 果 RE Sx， 令 Xr 表示 F 的 
特征 标 ;如 果 E& St， 令 ps 表示 上 约 模 特征 标 , 令 Bs 表示 E 的 投 
射 包 络 的 特征 标 ， 那么 

Xr—= > Derpe, 在 Gis 上, 


Be > Dexr ,在 6G 上, 
Ws — > Cape's 在 Gue 上, 
同时 有 以 下 的 正 交 关系 : 
《ege) 一 Bot， 这 里 (gge) 一 二 ) Be(s p(s), 


séGreg 


我 们 还 要 提 一 下 定理 36 的 另 一 种 表述 ， 
定理 36” 设 在 ?的 竺 中 ,能 整除 C 的 阶 的 时 大 考量 PP， 如 时 
9 是 C 的 -个 太 特 征 标 ， 而 了 外 全 
PO) = p(s), 着 s€ Griess 
Ps) 一 0， 若 Geer 


关于 这 种 类 型 的 其 它 结果 的 重新 表述 , 留 给 读者 去 做 。 


习 恶 


18.5 设 1EGr。， 令 P25) 表示 :在 6 内 的 中 心 化 子 的 一 个 Sylow 
-于 举 的 阶 。 

(4) 令 5 是 G 上 一 个 闫 函数 , 且 在 K 内 取信 。 证明 8 € 4GBPKG) 必要 
且 只 要 在 Ge 以 外 ,多 的 信和 是 零 , 而 对 于 每 一 1€ Gms9(1) Ep?%4。 [利用 
习题 18.4 以 及 正 交 关系 《Bss98> = 5gg'，] 

人 b) 利明 (2) 证明。 

Coker(e) 2/p7 V2, mde) = pz2009 

这 里 :遍历 6 的 p- 正 划 类 的 一 个 代表 系 ， 


"bls 


18.6 设 6 是 一 个 p- 可 解 洛 (参看 16.3)， 如 果 FESk， 令 Pr 表示 Xp 
在 Gr 上 的 限制 。 证 明 ， Gee 上 一 个 函数 ?是 一 个 音 ,tfG]- 模 的 模特 征 
标 , 必 要 且 只 要 以 下 两 个 条 件 被 满足 ; 

(2a) 存在 FE Sx 使 得 9 = pr。 

《b) 如 果 《nr)resx 是 一 组 非 负 整数 使 得 9 一 己 rr9r， 那么 这 些 sp 
中 有 一 个 是 ! 而 其 余 的 都 是 0。 [利用 方 -Swas 定理 .] 


18.4 d 的 一 个 截 影 


同 态 4:Rx(G) 一 RKG) 是 满 的 《定理 34)。 我 们 现在 将 对 

4 画 出 一 个 载 影 , 也 就 是 一 个 同 态 
TRAG) — Re(G), 

使 得 doo 一 1. 

对 于 s€ G， 令 ?表示 < 的 的 分 支 ， 如 果 了 是 Gus 上 一 个 
类 函数 ,我 们 如 下 地 定义 G 上 一 个 类 函数 f; 

fC) 一 Xe)。 

定理 特 

寺 
全 区 冉 1-> 户 守 多 RKG) 到 Re(C) 内 的 二 个 同 太 ， 这 

个 同村 是 2 区 一 个 共 玉 ， 

要 证 六 是 G 的 一 个 弄 特 征 标 ( 即 属于 Rx(G))， 只 需 证 明 , 对 
于 G 的 每 一 初等 子 群 电 来 说 , 了" 在 H 上 的 限制 属于 RxCH) 《参看 
11.1, 定理 21)。 这 样 就 归结 到 G 是 初等 群 的 情形 ,从 而 G 可 以 分 
解 为 G 一 8 XP， 这 里 5 的 阶 与 ? 互 素 而 P 是 一 个 p- 群 ,再 者 ， 
我 们 总 可 以 假定 了 是 一 个 单 《[G]- 模 E 的 模特 征 标 ， 根据 在 15.7 
里 的 讨论 ,还 是 一 个 单 [5]- 模 ,并 且 可 以 被 提升 到 一 个 单 K[SJ- 
模 ， P 了 在 后 者 上 的 作用 是 平凡 的 ， 这 个 模 的 特征 标 显 然 就 是 了 。 
这 就 证 明了 《让 ， 
注意 到 了 在 Ge 上 的 限制 等 于 f, 于 是 论断 (让) 就 出 (i) 得 出 。 


口 
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习 是 

18.7 令 m 是 G 的 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 ， 将 # 写 成 m = mm 的 形式 ， 
这 里 (py 由) 一 1 (参看 18.1)。 选取 一 个 整数 ?使 得 9 = 0(modp") 而 
ge 1(modor)。 

(2) 证 明 ,如 果 *Ec， 那 么 :的 -分 支 4 等 于 人 

人 b) 令 / 是 G 的 一 个 模特 征 标 ,9 是 Rk(G) 的 一 个 元 索 , 它 在 cu 上 
的 限制 等 于 (由 定 理 34, 这 样 一 个 元 素 是 存在 的 ) 在 定理 44 的 记 法 之 下 ， 
证 明 六 == wsp， 这 里 是 习 是 9.3 里 所 定义 的 那个 算 子 。 由 此 推出 关于 
/属于 Re(C)》 的 另 一 证 明 ，[ 注 意 Rk(G) 在 wr 之 下 稳定 .] 

18.8 不 假定 足够 大 ,证明 定理 4。 [利用 前 一 习题 里 的 方法 ,] 


18.5” 例 : 对 称 群 5, 的 模特 征 标 


群 S, 是 {a,2，c，dj 的 一 切 置 换 所 成 的 群 。 我 们 还 记得 它 
的 特征 标 表 是 (参看 5.8): 


1 (ab) (abYea) Cabe) (abed) 
1 1 1 1 1 
1 -1 1 1 -1 

各 | 2 0 2 一 1 
3 
3 


1 -1 0 一 1 
一 1 一 上 0 1 


我 们 定 出 在 特征 为 * 的 情形 它 的 不 可 约 模特 征 标 。 我 们 可 以 假定 
?能 够 整除 G 的 阶 , 即 一 2 或 请 一 3. 

(a) ?一 2 的 傅 形 

有 两 个 z- 正 则 类 : 就 是 1 的 类 和 《abe) 的 类 . 由 定理 43 的 
推论 3, 在 特征 是 2 的 情形 , 共有 两 个 不 可 约 的 模 表 示 《 确 切 到 局 
构 ). 唯一 的 一 级 表示 是 单位 表示 , 它 的 模特 征 标 是 由 一 1， 另 一 
方面 , 6, 的 二 级 不 可 约 表示 对 于 mod 2 约 化 给 出 一 个 玫 示 ps, 它 
的 特征 标 p 在 元 素 (5c) 上 取 值 一 1。 由 此 可 知 p, 显 然 不 是 两 个 
一 级 表示 的 扩张 (否则 将 有 ~ 29: 一 2)， 因 而 是 不 可 约 的 .这 
样 , ,的 不 可 约 模特 征 标 是 p, 和 gp: 
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9] 
P| 1 


将 特征 示 力 ,，…， 为 在 Ge 上 的 限制 表 成 m 和 9; 浆 函 数 ， 
就 得 出 分 解 入 了 D， 在 Gee 上 ,我们 有 ; 


X= ps 

Xi ps 

- pa 
= pt pa 
Ys = pi + pa, 

所 以 
| p=(! 101 1). 

00111 


与 m 和 yz 对 应 的 不 可 分 解 投射 模 的 特征 标 % 和 9 由 忆 的 
转 置 矩阵 给 出 : 
多 一 为 十 为 十 为 十 2 
多 一 为 十 入 十 和 
相应 的 表示 都 是 8 级 的 ，Cartan 和 矩阵 是 
c-DD- 人 (2 2)， 
23 
它 的 行列 式 等 于 8。 这 个 矩阵 给 出 @ 和 在 Ge 上 的 分 解 ; 
和 一 49: 十 2p， 在 Gee 上 ， 
9 一 29: 二 39， 在 Ge 上 。 
(b) ”一 3 的 情形 . 
有 四 个 p- 正 则 类 ，1, 《a8)，(a5) 《cd)，(a6cd)， 因 此 ,在 特 
征 ? 二 3 的 情形 ,有 四 个 不 可 约 表示 . 另 一 方面 ,特征 标 为 如, 六 
X 和 z5 的 表示 的 约 化 是 不 可 约 的 : 前 两 个 是 显然 的 , 它们 的 级 都 
是 1; 关于 后 丙 个 ,可 以 由 它们 的 级 是 能 够 整除 群 阶 的 ”的 最 大 宕 
这 一 事实 得 出 (参看 16.4, 命题 16)， 因 为 它们 的 模特 征 标 互 不 相 
司 , 所 以 它们 就 是 5, 的 全 部 不 可 约 模特 征 标 。 将 它们 记 作 pyp， 
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ss 94， 就 得 到 以 下 的 表 ; 


1 (a) Caped) abed) 
Ps 1 1 1 1 
pl 1 -1! 1 -1 
p31 -1 -1 
Po; 3 一 上 一 1 1 


因为 在 Gns 上， 为 = pr 十 ps， 我 们 得 到 分 解 矩 阵 DD 和 Cartan 算 
阵 C 如 下 : 
oi00 
1108 
0010 
o0001 
00\ 
?| det(C) = 3. 
主人 
9001 
不 可 分 解 投射 模 的 特征 标 四，…;:d4 是 : 
Li 
;= XK 十 
= Ks 
,= Xs 
《注意 名 各 gi 的 简单 的 表示 式 ,参看 命题 46.》 
习 。 旺 
18.9 对 于 6 验证 方 -Swae 定理 。 [验证 每 一 ,都 是 某 一 入 4 在 Gu 
上 的 限制 ,] 
15.19 证明 ,6 的 不 可 约 首 示 在 (特征 任 高 的 ) 素 域 上 可 实现 。 
19.11 群 名 ,有 一 个 4 内 正规 子 群 Y 使 得 SN 与 6, 同 构 ， 证 明 , 在 
特征 是 ? 的 情形 ， 平凡 地 作用 在 G, 的 每 一 不 可 约 表 未 上 。 利 用 这 个 事实 
对 这 样 的 表示 分 类 ， 


C=D.D= 


So 


1 
0 
0 
0 
1 
2 
0 
0 
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18.6 ” 例 ; 交错 群 %5 的 模特 征 标 


4 是 {ay 5，c, 4，2} 的 一 切 偶 置换 所 成 的 群 ， 它 有 60 个 元 
素 , 被 分 成 五 个 共 玫 类 : 

单位 元 1; 

(a5)Led) 的 15 个 夫 斩 元 素 , 它们 的 险 是 25 

(ezc) 的 20 个 共 饭 元 素 , 它们 的 阶 是 3; 

s 一 (abede) 的 12 个 共 范 元 素 ,它们 的 阶 是 纯 

? 的 12 个 共 轿 元 素 ,它们 的 阶 是 5 

共有 五 个 不 可 约 特征 标 , 由 以 下 的 表 给 出 ; 


1 Cabled) (abc) s_" 
| 1 1 1 1 1 
加 3 -l 0 2 
%| 3 -1l 0 2 
| 4 0 1 -1 -1 
入 | 5 1 一 1 0 0 
本 / 
sm lt, rl 
对 应 的 表示 是 : 
多 ;单位 表示 . 


加 和 为 :两 个 三 级 表示 。 在 域 Q(V5) 上 可 实现 ,上 且 在 @ 上 
共 辑 . 这 两 个 表示 可 以 如 下 地 得 到 :把 { 士 1} x % 看 成 一 个 图 为 
o-3_o-5 ao 的 “Coxster 群 "， 然 后 考虑 这 个 群 的 反射 表示 《 参 
看 Bourbaki, Groupes et Algabres de Lie, Ch, VI, p. 231, zx. 
11). 

X: 一 个 四 级 表示 ,在 @ 上 可 实现 . 从 唉 在 {a,b c,d, <} 
上 的 置换 表示 里 去掉 单位 表示 ,就 得 到 这 个 表示 ,参看 习题 2.6. 

%s; 一 个 五 级 表示 ,在 Q@ 上 可 实现 .从 4 在 它 的 六 个 5 附子 
群 所 成 的 集 上 的 置换 表示 里 去 掉 单 位 表示 ,就 得 到 这 个 表示 。 

我 们 对 于 p ~ 2, 3，5 的 情形 , 定 出 % 的 不 可 约 模特 征 标 。 

《a) ?一 2 的 情形 
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有 四 个 p- 正 则 类 ,因而 有 四 个 不 可 约 模特 征 标 ， 其 中 的 两 个 
是 明显 的 : 单位 特征 标 和 X, 的 约 化 (参看 命题 46)。 另 一 方面 ,在 
Gues 上 我 们 有 
K+ ts 
这 就 证 明了 这 两 个 三 级 不 可 约 表示 的 约 化 都 是 不 可 约 的 《它们 的 
特征 标 在 2-adic 数 域 Q_ 上 是 共 斩 的 ,因为 V 3 更 @)。 它们 之 
中 每 一 个 在 RiCG)》 内 都 应 该 分 解 为 单位 表示 和 一 个 二 级 表示 的 
和 ;这 个 二 级 表示 一 定 是 不 可 约 的 ， 这样 ,不 可 约 模特 征 标 ,p> 
9， 9 由 以 下 的 表 给 出 : 
| 1 Cc) s s 
pl 1 1 1 
p21 -1 zl sl 
2 -1 z=-1s-1 
+ 1 -1 -1l 


Ps 
pe 


在 Gus 上 ,我 们 有 
= ps 
和 一 pu + Pas 
= pt ps 
MX 一 Pp 
Xs™= Pt pt Ps, 
矩阵 妃 和 是 : 
t1101 
01001 
oo01017 
00010 
4220 
2210], det(c) 一 4 
2120 
000 
(b) ?一 3 的 情形 


1 
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在 特征 是 3 的 情形 , 有 四 个 不 可 约 表示 ,就 是 一 级 ,三 级 (两 
个 ) 和 站 级 不 可 约 表 示 的 约 化 再 者 ,在 Greg 上 ,我 们 有 
Xs 1 十 多 


所 以 
10001 


01000 
00100 ” 
D0011 
2001 
CcC—| ?to |, gc) ~ 3. 
0010 
1002 
《c) p = 5 的 情形 
在 特征 是 5 的 情形 有 三 个 不 可 约 表 示 , 就 是 一 级 \ 三 级 和 五 级 
不 亏 约 表示 的 约 化 (注意 这 时 两 个 三 级 表示 约 化 后 是 同 构 的 )。 此 
外 ,在 Gee 上 ,我 们 有 
入 一 衣 十 入。 


16010 
o1110|, 


‘00001 


所 以 


D= 


210 
-| 3 中 det(C) 一 3 
“001 
习 题 

18.12 ”验证 论断 《b》 和 (e). 

18.13 证明, 在 特征 是 2 的 情形 , %: 钓 二 级 不 可 约 表示 在 四 个 元 案 的 
域 态 上 可 实现 ;由 此 得 出 到 群 SL,( 下) 上 的 一 个 同 构 映射 。 

18.14 证 明 , 与 SL,(FF,)/{ 士 !} 同 构 ; 利 用 这 个 司 构 、 给 出 在 特征 
是 5 的 情 彩 外; 的 不 可 约 表示 的 表 。 

18.15 证 明 ?% 是 单项 的 ;im 和 入， 不 是 单项 的 。 
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第 十 九 章 ”对 Artin 表示 的 应 用 


19.1 Artin 和 Swan 表示 


设 E 是 关于 一 个 离散 赋值 的 完备 域 ，F/E 是 E 的 一 个 有 溉 
Galois 扩张 ， 它 的 Gatois 群 是 G， 并 且 为 了 简单 起 见 ,假设 志和 
有 相同 的 镜 余 域 ， 如 果 5 过 1 是 6 的 一 个 元 素 而 * 是 F 的 一 个 
素 元 , 令 

ics) 一 ora(z) — 7), 
这 里 ve 表示 已 被 正规 化 为 ss) 一 1 的 F 的 冉 秆 。 

令 

ac 人 9) 一 iols) 著 : 冯 1， 


so01) 一 ies). 
显然 ,ae 是 G 上 一 个 取 整 什 的 将 际 数 ， 再 者 ,我 们 有 
A 
换 句 话说 ,如 果 是 G 的 任意 一 个 特征 标 ,那么 数 
fC%) 一 《oo 办 
是 一 个 非 名 儿 - 
利用 so 的 形式 的 性 质 (参看 [25] , Ch. VD ,可 以 看 出 1X) 之 
0。 并且 很 容易 将 整 性 的 问题 归结 到 G 是 循环 群 的 情形 (而 且 ， 如 
宕 的 竺 环 群 的 情形 )。 于 是 我 们 可 以 用 不 同 的 方法 来 处 理 : 
的 ”如果 X 是 G 的 一 个 一 级 特征 标 , 可 以 证 明 , f(xX) 就 是 在 
局 部 类 域 论 的 意义 下 X 的 前 导 和 的 语 值 ， 而 这 个 赋值 时 然 是 一 束 
数 ， 在 刹 人 起 是 有 限 域 的 情形 ( 景 初 是 Arin 这 样 做 的 ), 或 者 在 多 
余 城 是 代数 闭 城 的 情形 《利用 局 部 关 域 论 的 一 个 "几何 的 "类比 )， 
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可 以 用 这 个 方法 去 做 ; 另 一 方面 ,一 般 的 情形 容易 归结 到 剩余 域 是 
代数 闭 域 的 情形 ， 

(8) 天 X) 是 整数 这 一 论断 等 价 于 扩张 F/ 的 "分 坡 数 "的 
一 些 合 同性 质 ， 这 些 性 质 可 以 直接 证 明 , 参 看 [25] ，Ch. VY，$ 7。 
和 83， Sen., Ann. of Math., 90, 1969, p. 33—46. 

现在 令 re 是 G 的 正则 表示 的 特征 标 , 又 令 w 一 re 一 1, 定 
义 iwe 一 ao 一 we 那么 

swe(s) 一 1 一 je(s), 车 sl1， 
swell) 一 > (ials) — 1). 

容易 验证 ,如 果 X 是 6 的 一 个 特征 标 ,那么 内 积 《swesX》 > 9 利 
用 以 上 的 定理 ,可 以 看 出 ,对 于 一 切 X,《swasX) 是 一 个 非 旬 整数 ， 
这 就 是 说 , swe 是 G 的 一 个 特征 标 ， 

特征 标 sc 叫做 Gatois 群 G 的 Arin 特征 标 , 而 swe 员 做 G 的 
Swan 特征 标 ; 相应 的 表示 分 别 叫做 G 的 Artin 表示 和 Swan 表示 . 
这 两 个 表示 的 具体 构造 是 不 知道 的 ,然而 我 们 可 以 给 予 特征 标 &* 
ac 和 g， swe 一 个 简单 的 描述 ,这 里 g 一 Card( G6). - 

令 6GG 一 0 1 ，) 表示 G 的 分 层 群 . 5e G; 必要 是 只 要 
ze) 之 1 十 1 或 :一 1， 令 Card(Gi) 一 gi。 那么 以 下 等 式 成 立 : 


ga0 ™— Dg Ind(uo), 


iz0 


g'sWe™ > gi * Ind& (Cue;)s 


i=1 


wa 一 ra 一 上 
特别 ，sws 一 0 必要 且 只 要 G, ~ {1}， 即 G 的 阶 与 E 的 科 
余 转 征 互 素 ( 换 旬 话说 ，swe 一 0 必要 且 只 要 F/E 是 驯 分 起 ). 


19.2 Artin 和 Swan 表示 的 有 再 性 
尽管 ac 和 swe 的 值 都 在 艺 内 , 也 可 以 给 出 对 应 的 表示 在 QQ 


170。 


上 不 可 能 实现 , 甚至 在 呈 上 都 不 可 能 实现 的 例子 (参看 [26]，$ 4 
和 $ 5)。 然而 我 们 有 

定理 全 令 /是 一 个 不 等 于 E 的 剩余 特征 的 素数 . 

G) Arin 和 Swan 表示 在 1-adic 数 域 @ 上 可 实现 ， 

(i) 存在 一 个 扫射 Z1G]- 和 swc, 使 得 QIGSwe 的 特征 标 
是 race， 并 且 确 区 到 同 构 ， 这 个 Zi[Gj- 模 是 唯一 的 . 

只 需 证 明 ( 记 ); 由 此 即 可 得 出 论断 (i), 因为 a6 是 由 :wo 再 加 
上 ws 而 得 到 的 ,而 uo 是 在 任意 域 上 可 实现 的 . 

为 了 证 明 (ii), 我 们 应 用 16.3 的 命题 44, 取 p 一 六 天 一 Q， 
nn 一 Card(G)， 并 且 选 取 K' 是 @; 的 一 个 足够 大 的 有 限 扩 域 。 
这 时 命题 的 条 件 (a) 成 立 ,参看 19.1， 

为 了 验证 条 件 (8) 成 立 ,我 们 利用 上 面 所 给 出 的 公式 

gsWG™ 这 gi * Ind&Cucs). 

根据 分 歧 理 论 , 这 些 Gi(i 之 1) 的 阶 都 与 1 互 素 ;由 此 推出 ,每 一 
4'1Gi]- 模 都 是 投射 模 ( 参 看 15.5), 这 里 4' 表示 天 的 整 量 环 ， 所 
以 wa 由 一 个 投射 4'[G]- 模 产生 《如 果 需 要 的 话 ,甚至 可 出 一 个 
投射 ZTCi]- 模 产生 ); 而 相应 的 诱导 4'[G]- 模 同时 也 是 投射 模 ， 
取 这 些 寞 (每 一 个 重复 取 g; 次 ) 的 直 和 ,我 们 得 到 一 个 投射 4[G]- 
模 , 它 的 特征 标 为 g - swe， 于 是 命题 144 的 所 有 条 件 都 被 满足 , 从 
而 定理 成 立 . 口 

注 记 

(1) 宗 理 45 的 (i) 在 [26] 里 是 用 略微 复杂 一 些 的 方法 来 证 
明 的 ， 然 而 在 那里 给 出 一 个 较 强 的 结果 :代数 QQ@&[G] 是 分 裂 的 
《参看 12.2). 

《2》 结合 着 方 -Swan 定理 (定理 39), 由 (iD 可 以 得 出 过. 

(3) 有 例 于 说 明 ，Artin 和 Swan 表示 在 @ 上 不 可 能 实现 ， 
这 里 ? 是 的 剩余 特征 。 然而 ，J. M. Fontaine 证 明了 这 些 表示 
在 “的 Witt 向 量 域 上 可 实现 ， 这 里 ", 是 瑟 的 剩余 域 中 在 素 域 上 
是 代数 的 那些 子 域 里 页 最 大 和 的 《参看 [27])。 
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ji9.3 一 个 不 变量 


令 1 是 一 个 不 等 于 B 的 条 余 特征 的 素数 . 令 六 一 Z/1Z， 而 
MM 是 一 个 G1]- 模 我 们 用 以 下 的 公式 来 定义 M 的 一 个 不 变量 
6M): 

BM) = Swe, MO ~ dimHom( Swo, 1M ) 
= dimHomzua(Swe, M), 

这 里 Suwe ~ Swe/1， Swe 表示 定理 45 里 所 定义 的 Z,[GJ]- 模 Swe 
对 modl 的 约 化 。 肉 积 〈3wc,M kx 有 意义 ,因为 Swe 是 投射 模 , 参 
看 14.5. 

不 变量 5CM》 有 以 下 性 质 : 

(如 果 0 一 M' 一 M 一 于 "0 是 一 个 丰 G]- 模 的 正 合 
列 , 那 么 

BM) — b(M') + 5(M"). 
(如 果 px 是 M 的 模特 征 标 ,那么 


UM) ~ (we pw) — FD swele Jpul), 


sé Steg 


参看 18.4， 公式 (vii)、 

Gi) sD Ed MM), 
这 里 MM 下 示 中 被 第 i 个 分 走 群 6; 所 国定 的 元 素 的 全 条 所 成 
的 子 空间 . 

《由 公式 5， rwe 一 如 glnd 绝 (no1)， 并 且 注 意 、 如 果 i 之 1， 


则 《Ind& (wc;) ,px》 等 于 dimi( 轩 VM)， 就 得 出 这 个 公式 .,) 
(iv) AM) 二 4 必要 且 只 变 G6, 平凡 地 作用 在 M 上 , 即 G 在 
M 上 的 作用 是 “ 囊 的 ”. 《这 可 以 由 《证 ) 推出 .) 
这 样 ,不 变量 5(M) 测量 了 模 M 的 “ 野 分 歧 ” 程 度 ， 这 个 不 变 
年 在 许多 问题 望都 会 遇 到 : 代数 曲线 的 上 同调 ，¢- 能 数 的 局 部 因 
子 , 酉 贺 曲 线 的 前 导 子 等 (参看 [281, [29], [30])， 
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府 ba 


Artin 环 

一 个 环 4 岂 做 Arin 环 , 如 果 下 列 等 价 的 条 件 之 一 被 满足 ( 参 
看 Bourbaki， 代数 ，Ch. VIII,$2); 

(a) ”4 的 每 一 左 理想 降 链 都 是 平稳 的 。 

(b) 左 4- 模 4 具有 有 限 长 度 . 

《c》 每 一 有 限 生成 的 左 4- 模 都 具有 有 限 长 度 。 

如 果 4 是 一 个 Arin 环 , 那 么 它 的 根 :是 需 零 的 ,而 环 S$ 一 A/ 
是 半 单 的 ， 环 3 可 以 分 解 为 单 环 的 积 15;, 每 一 5; 都 同 构 于 一 个 
体 已 上 的 矩阵 代数 MMCD;) ,并 且 具 有 唯一 的 《确切 到 同 构 ) 羊 模 
EE;, 它 是 D; 上 一 个 思维 向 量 空间 ， 每 一 半 单 4- 模 都 被 5 所 零 化 ， 
因而 可 以 看 成 一 个 3- 模 ;如 果 这 个 模 是 单 的 ,那么 它 与 某 一 E; 辣 
构 ， 


例 一 个 域 t 上 任意 有 限 维 代 数 都 是 Artin 环 ;特别 ,一 个 有 
限 群 G 的 群 代数 LG] 是 一 个 Artin 环 。 
Grothendieck 和 群 

令 4 是 一 个 环 , 多 是 一 个 左 4- 模 范畴 多 7 的 Grethendicck 
群 ， 记 作 KF )， 指 的 是 由 以 下 的 生成 元 和 关系 所 定义 的 Abql 
群 : 

生成 元 ”对 于 每 一 .Ee 多 ， 有 一 个 生成 元 [E] 与 它 对 应 . 

关系 对 于 每 一 正 合 列 

EE~>E"—>0, E,FE',E"ES, 

有 关系 [EF] 一 [E'] 十 [E”] 与 它 对 应 . 

如 果 互 是 一 个 Abet 群 , 同 态 1f:K(. 多 )~>H 与 “加 性 的 " 映 
射 :多 地理 1~1 对 应 ;映射 9 是 “加 性 的 ” 意味 着 ,对 于 如 上 类 
型 的 任意 正 合 列 , 部 有 pCE) 一 P(E') 十 ¥(E"). 
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商 个 最 普通 的 例子 就 是 多 - 是 一 切 有 限 生 成 4- 模 的 范畴 ,或 
是 有 限 生成 投射 4- 模 的 范畴 的 情形 。 
投射 机 

令 4 是 一 个 环 , 而 了 是 一 个 左 4- 模 。 卫 叫做 一 个 投射 4- 模 ， 
如 果 下 列 等 价 的 条 件 被 满足 ( 参 着 Bourbaki， 代 数 Ch, ,$2); 

(2) ”存在 一 个 自由 4- 模 ,而 了 是 它 的 一 个 直 因 子 . 

《b) 对 于 每 一 左 4- 模 的 满 同 态 1f: E 一 E” 和 每 一 同 态 g 
PE'， 存 在 一 个 同 态 8:P ~> EE, 使 得 g' 一 jg, 

《c) 函 子 £ Homs(P,E) 是 正 合 的 。 

4 的 一 个 左 理想 a 是 4《 作 为 一 个 左 4- 模 ) 的 一 个 直 因 子 , 必 
要 且 只 要 存在 ce€ 4， 使 得 一 。 且 a 一 4e; 这 样 一 个 理想 是 
一 个 投射 4- 模 。 
离散 赋值 

令 R 是 一 个 域 , K* 是 玉 的 一 切 非 零 元 素 所 成 的 乘法 群 ， 玉 的 
一 个 离散 赋 使 《参看 【24]》 指 的 是 具有 以 下 性 质 的 一 个 满 同 态 
v: K* >Z: 对 一 切 *,y € K*, 

vx ty) 2 Inf(r(x), vy)). 

再 定义 K0) 二 十 co0， 则 v 可 以 开拓 到 KK 上 . 

由 下 中 满足 条 件 v(x) 守 0 的 元 素 * 所 成 的 集合 4 是 K 的 一 
个 子 环 ， 岂 做 ” 的 赋值 环 (或 者 叫做 天 的 整 量 环 )， 这 个 环 有 唯一 
的 极 大 理想 ,就 是 由 玉 中 满足 条 件 v(x) 之 1 的 一 切 元 素 * 所 成 的 
集 台 m。 域 《一 4/m 刚 做 4 (或 >) 的 剩余 域 . 

到 对 于 由 mm 的 军 所 定义 的 拓扑 来 说 是 完备 的 必要 且 充 分 条 件 
是 4 到 4/m 的 射影 极限 内 的 典范 钢 对 是 同 构 联 射 。 
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“一 Indf = Indff:7 


Rt+(G), RCG)Y, Fe(G) 

Resg, Res, Ind§, In 

时 引 1 ， 知 ， 糙 orCX)，2r CX): 
9.1， 习题 3 

4:9.4 

> 一 ze 月 一 C .Pil0.1 

go pr 10.2 

Vy, Ind, A:10.2 

A, 8 P12 

Spec, CICG), Me, Pi.e:11.4 


人 


K, C, Rk(G), Rk(G: ‘1 

Ais Vi pi Ni, pss Bi m12.2 
Te,oe, Wr:12.4 

XK, KRCPY EB = pl, VRop:12.6,12.7 
4, Ps, NC 

QCm), 18:13.1 


天 ,4 了 hp，G， mi14, 记 导 

Sk, Sh, RkCG), RECG), RACG), 
RICO):T4.1 

PalG), PKGY, PACG), PACG):14.2 

Pest4,.3 

B= P/MP:14.4 

Le, Dr, Ce, PR:14.5 

eC, Csr:l5.1 

d, D, Drs:15.2 

,Bel5.3 

Res, Ind§:17.1 

Gos, xs phs 各 PE, Ps, Su, Bes18.1 

XpCF € SK), pe, PeCE € SA):18.3 

asia swe, rGy uc319.1 

Siwa:19.2 

BCM):19,3 


汉 英 名 词 索 引 
二 商 一 三 画 

二 面 估 群 ”Dehedral group:5.3 

入 指数 defect:16.4 


四 画 
申 心 ( 群 代数 的 ~)》 Center (of a group alyebra):6.3 
不 可 约 表 示 “Irreducible representanao;1.4 
不 可 约 特征 标 lrreducible character:2.3 
不 可 约 模特 征 标 “Irreducible modular character:18.2 
内 积 Sealar product:l ,3 
内 积 ( 两 个 函数 的 ~) Scalar product (of two functions):2.3 
分 裂 内 射 Split injection:11.1 
分 解 同 态 “Decomposition lomomorphism:15.3 
分 解 甜 阵 “Decomposition matrix:15.3 
分 肘 “Ramification:19,1 
到 ~ Tame 一 19.1 
于 一 ”Wild 一 :19.3 
分 歧 群 。Ramification groun:19.1 
双 陷 集 Doubie coset:7.3 
方 -Swan 定理 Theorem of Foag-Swan:16.3,17.6 
五 瑟 
正 交 关系 (特征 标的 ~) Orthogonality relations (fer charscters):2.3 
正 交 关系 (系数 的 一 》 Grthdgonality relations (for vuefficicents);2.2 
可 解 群 Salvabfe groap:8.3 
对 称 方 Symmetric dauare:1.5 
左 陪 集 ( 子 群 的 一) Left coset (of a subgroup):3.3 
四 元 数 群 “Quaternion group:8.5 习 题 8. 11 
半 直 积 Semidicect product8.2 
代数 (有 限 群 的 ~)》 Algebra (of a finite group):6.1 
包 络 (一 个 机 的 投射 一 ) Envelope (projective…of a module):14.3 
- 六 ” 画 
共 枉 的 元 讲 “Conjugate elements:2.5 
共 斩 类 Conjiugacy class:2.5 
有 理 表 示 (K 上 ~)Ratiooal representatioo (over RK):12,1 
司 型 的 (一 表示 ,~ 楼》 Isolypic (representation, module):8.1 
交错 方 Alteraating square:1.5 
约 化 (对 m~》 Reduetion 《modulo 1m):14.4, 15.2 


- 七 画 
余 于 空间 Complement (of a vector space):1.3 


级 (表示 的 一 ) Degree (of a tepresentation):1.1 
初等 于 群 Elementary subgroun:10 
足够 大 的 域 。Sufficieatly large field:14， 记 号 
投射 模 Projective module 附录 

把 分 痢 代 数 。 Quasisplit Algecbras12.2 


八 ”要 


窜 示 Represeatation:1.1 6.1 
于 ~ Subrepresentation: 1.3 
正则 一 Regular 一 :1.2 
划一 Simple 一 :4 
单位 ~ Unit 一 :1.2 
单项 一 “Monomial 一 :7.1 
团 换 一 ”Permutationw:t .2 
表示 空间 Renresentation space:11. 
直 和 (两 个 表示 的 一 》 Direct sum 《of twe representations):1.3 
走 积 ( 亲 个 群 的 一 ) Direct product (of twe Eroups):3.2 
张 县 积 (两 个 表示 的 一 ) Tensor produet (of two represeatations):1.5,，3.2 
典型 分 解 ”Canonical decomposition:2.6 
限制 (表示 的 一 ) Restriction (of a represeatation2:7.2，9.14，17-1 
非 反 化 ”Noadegenerate;14.5 


九 亚 
相伴 的 (与 一个 g'~- 元 赛 一 p- 初 等 子 群 ) Associated (the p-clementary subgroup~ 
with a pelement):10.1 
迹 ( 襄 同 态 的 一 ) Trace 《of an endomorphism):2.1 
绝对 不 可 约 ( 表 示 ) Absolulely irreducible 《represeotation):12,1 
显示 “Precseatationy 9.4 
损 数 ( 子 群 的 ~) Index 《of a svbgroup):3.153.3 
十 画 
特征 标 [ 表 示 的 ~) Character (of a reprerentation):2.1 
横 一 “Modufar character:18.1 ， 
建 一 ”Virtual Character: 9.1 
客 (一 个 KK- 向 是 空间 的 ~》 Lattice 《of a KK-vector space):15.2 
既 阵 形式 (表示 的 ~) Matrix form (of a repreientarign》 
射影 Projection:1.3 
紧 群 Compact group:4.[ 
诱导 隙 数 ”Induced function:7.2 
请 导 表示 “Induced fepresentation;3.3,， 7 地 ，17.L 


十 二 要 


宏 零 群 “Nilpotent group:$.3 

是 可 解 群 Supersolvable aroup:8.3 

琶 蔓 ( 趟 的 离 艇 ~) Valuation (Disereter'of a ficld》: 附 村 
夺 Building 16.4 
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十 四 本 一 十 六 画 
谱 ( 一 个 交换 环 的 一 ) Shectrom (of a commutative ring):11.4 
莽 影 Seetion 18.4 
整 元 素 〈 乙 上 的 一 ) Integra] element (over Z):6.4 
其 它 
Artin 表示 Representation of Artin:19.1 
Artin 定理 Artin's theorem:9.2, 12.5,17.2 
Artin 环 Artipian ring: 附录 
hrauer 定理 (关于 表示 的 基 域 的 ~) Brauer's theorem (en the ficld affording = 
represcntation):12.3 
Brauer 定理 Braoer's theorem 《on induced charactersX( 关 于 诱导 特征 标的 ~): 
10.1, 12.6, 17.2 
Brauer 定理 Brauer's theorem (on modular characters) 《关于 措 伟 征 标的 一 
18.2 
Fourier 反 演 公式 Inversion formula of Fourier:6.2 
Frabenius 互 反 公式 Reciprecity formula of Frobenius:7.2 
Frobenins 于 群 ”Frobeaius subgroup 
Frobenius 定理 ”Theorem of Frob 
Grothendieck 群 。 Grothendieck group: 附 录 
Haar 测度 Haar mearure:4.2 
Higman 定理 “Theorem of Higman: 习 题 6.3 
Kronecker 名 Kronecker product:1.5 
Mackey 的 不 可 约 判定 Irreducibility criterion of Mackey: 
记分 支 ; p”- 分 安 pcomponent, p'~component:10,} 
产 元 来 ， Pp 元 察 prelement, pelement:10,1 
疡 可 解 联 psolvable group:16.3 
户 -初等 于 群 -elcmentary subgroup*10.1 
户 群 Pp-group:8.3 
正 则 元 素 p-regular elemcat:10.1 
-正则 共 缮 类 p-regular conjugacy class31- .和 4 
上 - 背 异 元 素 p-singular element:16.2 
么 可 元 Pp-unipotent element:10.1 
Plancherel 公式 formula of Plancherel: 习 贿 6.2 
Schur 引 理 Schur’s Icmma22.2 
Schur 捐 标 ，Schur index:12.2 
Swan 表示 “Repreaenttion of Swan:19.1 
Srlow 于 群 Sylow subgroup?8. 
Sylow 定理 Sylow's theorerm:8.4 
Tk- 共 弦 元 案 了 &-conjugate elements:12,4 
kx- 类 Fr-classi12.6 
Tx- 初等 子 群 Tk-elementary subgroup:12.6 
Tk- -初等 子玉 Tx-p"elementary subgroup:12.6 
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absolutely irreducible 《renresentation》 绝对 不 可 约 表示 : 12.1 

algebra (of a finite group》 代数 (一 个 有 限 群 的 一 );，6.1 

Ariin (reprcseatation of)》 Artin 走失 : 19.1 

Artin’s theorem Artin 定理 : 9.2， 12.5; 17.2 

Artinian (ring》 Artn 环 : 附 尖 

associated (the p-elementary subgroup'… with 4 p'-element》 相伴 的 (与 一 个 p~ 
元 素 一 -初等 子 群 ); 10.1 


Brauer's theorem 《on the field affording a cepresentatioo) Brauer 定理 (关于 表 
示 的 基 域 的 ~): 12.3 

Brauer's theorem 《on induced characters) Brauer 定理 《关于 请 导 特 征 标的 ~): 
10.1, 12.6, 17.2 

Brauer's theorem (on moduiar characters) Brauer 定理 (关于 芒 特 征 标的 一 18.2 

buildiog {Tits~) 帮 〔Tits 一 ) 16.4 


center 《of a group algebra)， 中 心 ( 群 代数 的 一 ): 6.3 

charscter 《of a representation)。 将 征 标 (表示 的 一 六 2.1 

character (modular)， 特征 标 ( 贷 一 ) 18.1 

class function， 类 匡 数 : 2.1,2.5 

Fr-elass，Fk- 类 :12.6 

compact (group)， 紧 群 : 4.1 

corurlement 《of a vector space)， 余子 空间 (一 个 向 量 空间 的 ~》: 1.3 
conjugacy class， 夫 辑 类 ; 2.5 

conjugate elements)， 共 轮 的 (一 元 素 ): 2.5 

Tk-conjugate (elements)， Tk- 共 轿 的 (一 元 素 ); 12.4 


decomposition {canonical…of a representation)， 分 解 《一 个 表示 的 典型 一 ): 2.6 
decomposiion 《homomorphism,-…， matrix)， 分 解 同 态 ,一 短 隆 ，15.3 

degree 《of a representation)， 级 (表示 的 ~~); 1.1 

dihedeaf Cgroup)， 二 面体 ( 群 );， 5.3 

direet sum (of twe cepresentations)， 直 和 (两 个 表示 的 一 ): 1.3 

double cotets， 双 隧 集 :7.3 


clementary 《subgroup)， 初等 的 (初等 子 群 ); 10.5 
Tk~elementary 《subgroup)， Tx- 半 等 的 (六 Kx- 初 等 于 群 )，12.6 
eavelope (projective … ot a module)， 包 络 (一 个 变 的 射影 ~): 14.3 


Fong-Swan(theorem of)， 方 -Swan 定理 : 16.3，17.6 
Fourier 《iuyersiua forinula ut》， Fourier 授 演 公式 : 6.3 
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Erobenius (reciprocity formuia af}, Frobenius 互 反 公式 : 7-2 
Frabenius (subgroun)， Frobenius 子 群 : 丰 题 7.3 
Frobeniur (theorem of), Frobenius 定理 : 11.2. 


Grothendicck (group》， Grothendieck 群 : 附录 


Haar 《measure)， Haar 测度 : 4.2 
Higman 《theorerm of)， Higman 定理 : 习题 6.3 


index (of a aubgroup》， 指数 ( 子 群 的 一 ): 3.133.3y 
indnced (fuocion) 诱导 函数 : 7.2 

inauced (representation) 庄 导 表示 : 3.3，7.1。17.1 

integral 《element over ZZ)， 2Z 上 的 整 元 素 : 6.4 

irreducible (character)， 不 可 约 特征 标 : 2.3 

irreducible 《madular character)， 不 可 约 模特 征 标 : 15.2 
jreducible 《representation)， 不 可 约 表示 : 1.4 

iaatypic 《module, representatiog)， 同型 的 (一 楼 一 表示 ): .1 


Teclass， Tk- 姜 ;12.6 
Tg-canjugate (rlements)， TK- 共 晃 ( 一 元 素 ): 12.4 
Tk-eicmentary，Tx-p-eiementary (subgroup)， IT- 初等 子 群 :TK -初等 于 群 :12.6 


Kronecker (product), Kronecker 积 : 1.5 


Jattice (of a K-vector space)， 格 (一 个 KK- 向 量 空间 的 一 ); 15.2 
left coset (of a subgroup)， 左 陪 集 (一 个 子 群 的 ~): 3.3 


Mackey (ireeducibitity criterion of)，Mzckey 的 不 可 约 判 定 : 7.4 
matix form (of a represcntation》， 矩阵 形式 (一 个 表示 的 ~): 2.1 
monomial (rcpreseotation》， 单项 (一 表示 ): 7.1 


nilpotent (group)， 那 零 (一群): 8.3 
nondegencrate over ZChilinear form)， 2Z 上 非 退 化 (~ 的 双 线 性 型 ): 14.5 


orthogonality telatiens (for characters)， 正 变 关系 (特征 标的 一 ) 2.3 
orthogonatity relations (ior cocfficients)， 正 交 关系 (系数 的 ~~): 2.2 


p-tomponent and p'-compoocnt of an element 一 个 元 素 的 -分 支 和 p”- 分 支 : 
i0.1 - 

p-element，p'-clement， "元素 P- 元 来: 10.1 

p-elementary {subgroup》， -初等 (一 子 群 ): 10-1 

Tk-p-elementary (subgroup)， 了 Kk-p- 初 等 (~ 于 群 }; 12.6 

Pp-group, p- 群 : 8-3 

Plancherel(formula of)，Prancherel 公式 : 可 是 6.2 

六 -regular (element， 产 正 则 (一 元 素 ) 10.1 


lale 


p-regular 《conjugacy clawm)， 记 -正则 (一 共 辆 类 ): 11.4 

-solvable 《group)， 户 -可 解 ( 一 群 ):; 16.3 

Presentation， 而 示 : 9.4 

product (direct-…of two groups)， 两 个 群 的 站 积 : 3.2 

preduct (scalar)， 内 和 :1.3 

product (scaiar…。 of two functions)， 两 个 西数 的 内 积 : 2.3 

product (semidirecterof two groups)， 两 个 群 的 半 直 积 : 8.2 

product (tensor -…of two rcpressptationt)， 两 个 表示 的 张 征 积 : 1.5,3.2 
Projection， 封 影 : 1.3 
projective Cmodule), 
p-singular (element), 
p-unipoteat 《clemcat)， p- 么 敌 元 罕 : 10.1 


quasisplit algebra， 氢 分 型 代数 ;12.2 
quaternion 《group)， 四 元 数 群 ;8.5; 习 题 8.11 


rational (repreaentatien over 天)， 天 上 有 理 朗 示 :12.1 
zoduction 《modulo Mt)， 对 加 约 化 ; 14.4, 15.2 
representation， 表示 : 1.1s 6.1 

repretentation 《permutation)， 置换 表示 : 1.2 

representation (regular)， 正则 表示 : 1.2 

representation 《space)， 表示 空间 : 11.1 

representation 《unit)， 章 位 表示 : 1.2 

restrictiog (of a fepresentatios)， 表示 的 限制 : 7.2。9.1，17.1 


Schur (iodez)， Schur 指标 : 12.2 

Schur"s lemma, Sehur 引 理 : 2.2 

aimple (representation)， 单 表 示 : 1.4 

zolvable (group)， 可 解 群 : 8.3 

apectum (of a commutative ring)， 谱 ( 交 换 环 的 一 ); [1.4 
aplit Cinjection)， 分 型 内 料 : 11.1 

subrepresentation ， 子囊 示 : 1.3 

sufficiently large 《field)， 足 驶 大 的 (一 域 );: 14， 记 号 
persolvable (group)， 超 可 解 群 : 8.3 

Swan 《representation of)， Swan 表示 : 
Sylow (theorem of)， Sylow 定 再 : 8.4 
Sylow subgroup， Sylow 子 群 : 8.1 
aymmetric square and altcfnating .tuare (of 4 rcpresentation), 一 个 表示 的 对 称 


方 和 交错 方 : 1.5 


ace 《of an cndomorphiim)， 迹 (一 个 自 司 考 的 一 六 2.1 
vatuation 《discrete … of 2 field)， 骸 沪 ( 域 的 离 地 一 J; 附录 
Yirtual character， 感 特 征 标 : 9.1 
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